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BEITRAGE ZUR THEORIE DER GEOMETRISCHEN OBJEKTE. VI 


EINDIMENSIONALE DIFFERENTIALGEOMETRISCHE OBJEKTE 
MIT EINER KOMPONENTE, DEREN WERTE IN BELIEBIGEN MENGEN, 
INSBESONDERE IN ZWEI INTERVALLEN LIEGEN 


Von 
J. ACZEL (Debrecen) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


§ 1. Einleitung. In den Teilen I—II dieser Schriftenreihe (J. AczéL [1], 
im folgenden -als I zitiert) haben wir vorausgesetzt, daB die Werte der ein- 
dimensionalen differentialgeometrischen Objekte der Klasse n mit einer Kom- 
ponente fiir n = 2 in einem Intervall liegen, wahrend bei solchen Objekten 
der Klasse 1 es erlaubt wurde, daB die Werte auch in zwei verschiedenen 
Intervallen liegen. Auch in den friiheren Arbeiten, die sich auf diesen Gegen- 
stand bezogen haben (S. Goras [4], [5], [6]; G. PENsov [9], [10]; J. S. DUBNov 
[2]), wurde tiber diese Objekte von hdherer Klasse als der ersten (z. T. auch iiber 
die von erster Klasse) vorausgesetzt, daB ihre Werte genau ein Intervall aus- 
fiillen. Ja manchmal wurde auch behauptet, daB dies so sein muf, falls aus 
jedem beliebigen Wert des Objektes jeder andere durch geeignete Koordina- 
tentransformation erreicht werden kann, und falls auch die Stetigkeit der 
Transformationsformel des Objektes vorausgesetzt wird. 

In der vorliegenden Arbeit wollen wir zeigen, daB unter diesen Voraus- 
setzungen die Werte des Objektes hichstens zwei Intervalle ausfiillen, es aber 
nicht nur Objekte erster Klasse, sondern auch Objekte von genau zweiter und 
von genau dritter Klasse gibt, deren Werte zwei Intervalle ausfiillen. Damit 
wurden neue Objekte gefunden, die unseres Wissens bisher nicht bekannt 
waren. Dagegen gibt es auch unter den eindimensionalen Objekten mit einer 
Komponente, deren Werte eine beliebige Menge, insbesondere zwei Intervalle 
ausfiillen, unter den obigen Bedingungen keine von hdherer Klasse als der 
dritten. 

Wir verwenden dieselben Bezeichnungen wie in]. Es wird sogar auch 
oft gelingen, dieselben Betrachtungen, die dort fiir den Fall eines einzigen 
Intervalles durchgefiihrt wurden, mutatis mutandis auch fiir diesen allgemei- 
feren Fall zu verwenden. 


§ 2. Allgemeines iiber eindimensionale differentialgeometrische 
Objekte mit einer Komponente. (Vgl. S. Gotas [3], [4].) Fiir eindimensio- 
nale differentialgeometrische Objekte n-ter Klasse mit einer Komponemte schrei- 
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ben wir (vgl. I) die Transformationsformel 


; g=1,2,....2—1,2), 


om d‘é 
(1) x= f(x, @iy C2, «<2 Cnty Gn) ay = dé! 


é=t 
0 


die zeigt, wie sich der Wert des Objektes andert, wenn man von dem Koor- 


dinatensystem & zu dem Koordinatensystem § tibergeht. Es wird immer voraus- " 
esetzt, daB in (1) 
: a, 0 


ist. Sonst nehmen die «, alle Werte zwischen —oo und oo auf, wahrend x 
die Elemente einer ganz beliebigen eindimensionalen Menge & durchlaufen 
kann. — Die Funktion f erfiillt (vgl. auch A. NIJENHUIS [8]) die Funktional- 
gleichungen 


sabes @1, @o,.-+, En-1; @n); fi, B,- v4) Bui; 8, == f(X, 21, 22; «++ Jezls Sak 
a #0, 2:0 


(¢q=1) 2,97; 
= 


d‘é 


La — 
e§ de 


£—= Pia, £2—= Ba, + ai, £3—= Aes + Pai + 3ha,a@,.. | 
und 
(3) 5 GA PO Peeps Wi Fie eee 


— (2) sagt aus, daB der Ubergang vom Koordinatensystem & an das Koor- 
dinatensystem & dieselbe Wirkung auf das Objekt hat, als wenn zuerst von 
— auf — und dann von E auf & iibergegangen ware. (3) driickt aus, da der ~ 
Wert des Objektes sich bei der identischen Koordinatentransformation — = & 
nicht andert. 

Die Aussage, daf das Objekt von genau n-ter Klasse ist, bedeutet, daB 
es ein Wertesystem x, @: 0, @,...,@n-1 gibt, fiir das»die Funktion f(x, a, 
(£2, .++)@n-1,@n) in a@, nichtkonstant ist. 

Im folgenden setzen wir auch voraus, daB die Funktion f stetig ist, wir 
machen ferner die folgende 


VORAUSSETZUNG 0. Wenn x, und x, zwei migliche Werte des Objektes, 
d.h. zwei Elemente des Definitionsbereiches S von f (x, @1, @2,..., @n-1, &n) 
beztiglich x sind, so gibt es immer eine Koordinatentransformation und damit 
ein Parameter n-Tuppel (a1, @2,...,@n-1, @n) derart, dap 
Xo =f (X1, @1, G2...) On-1, Gn) (4:0) 


gilt. (Transitivitat, vgl. A. NIENHUIS [8].) 
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Es sei allerdings bemerkt, daB8 diese beiden ‘etzten Voraussetzungen, 
wie natiirlich sie auch scheinen, gewissermaBen doch einschrinkend sind. 
Die Voraussetzung O schlieft z. B. 


7 X = x|a,| (x€(@, b:) + (a, 6), a1<b,<0<a<6) 
und 
X = X|e@,| (x € (a, 6), a<O0<b) 


aus, wahrend durch die Stetigkeitsforderung z. B. (vgl. J. HAANTJES— G. LAMAN 
[7], S. 220) 

X= {x+ log |a,|} (x € [0, 1)) 
({x} =x—T[x]: der gebrochene Teil von x) ausgeschlossen wird. 

Wir beweisen die folgenden einfachen Aussagen: 

1. Aus der Voraussetzung 0 folgt, daf der Definitionsbereich von 
F(X, G1, @2,..., Gi-1, &,) beziiglich x mit dem Wertevorrat von jedem f (Xo, e1, 
>, ..+,@n-1, @n) identisch ist. 

Beweis klar. 

2. Aus der Stetigkeit der Funktion f und aus der Voraussetzung O folgt, 
dap Definitionsbereich beziiglich x und Wertevorrat der Funktion f aus héchstens 
zwei Intervallen — eventuell Punkten — bestehen kann. 

Der Definitionsbereith von f beztiglich (a, @2,...,@,-1,@,) besteht aus 
zwei n-dimensionalen Gebieten (¢, 20). Wegen der Stetigkeit besteht deshalb 

der Wertevorrat von F (Xo, G1, @2,...,@n-1, @,) aus hdchstens zwei zusammen- 
haéngenden eindimensionalen Mengen, d.h. aus hdchstens zwei Intervallen. 
Mit 1 folgt die Behauptung. 

Diese zwei Intervalle nennen wir im folgenden die Definitionsintervalle. 

3. Aus (3) und aus der Stetigkeit von f folgt, dap f(x, @1, G2, ...,@n-1, En 
fiir @,>0 immer in demselben Definitionsintervall liegt wie x. 

Beweis klar. 

4. Besteht der Definitionsbereich aus zwei verschiedenen Intervallen (a, 6) 
und (a,, 6,), so folgt aus (3), aus der Stetigkeit von f und aus der Voraus- 
setzung 0, dap fiir alle a: <0, a2, ...,@n-1,@n 

4(ai, 01).  Xx€(a,b) 
(4) F(X, G1, 2, .-., En-1, En) E (a, 6) ar <€(a1, 61) 
gilt. 


(a1 < 0) 


Denn wire z.B. fiir ein Wertesystem Xo € (a, 0), @1<0O, @2,..., @n-1, En 
F (xo, Q 1, @o,..., An-1, @n) E(a, b), 


so wiirde wegen der Stetigkeit f(x0, a1, @2,.--,@n-1,@n) fiir beliebige a1 <0, 


1* 
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@o,.. ,@n-1,@, in (a, 6) liegen. Laut 3 liegt aber F(X0, @1, @2, «++, En-1, En) 
auch fiir beliebige a >0, @,..., @n-1, @n in (a, 6). Die Werte in (a1, 61) k6nn- 
ten also aus Xo nicht erreicht werden, was zur Voraussetzung O in Wider- 
spruch ware. Deshalb gilt (4). 

5. Der Definitionsbereich kann nicht die mengentheoretische Summe eines 
Intervalles (a,b) von nichtverschwindender Lange und eines Punktes a,¢(a, 6) 
sein. i ) 

Ware namlich das der Fall, so wiirde aus 4 fiir alle x€(a, 6) 

f(x, —1,0,...,0,0)=<a, 
folgen. Aus (2),(3) und aus dem Korollar 4 in I folgt 


x=f(x, 1,0,...,0,0)=/[f(x, —1, 0, ...,0,0), —1,0,...,0, 0] = 
- == f (a,,—1,0,.~~, 0) 0), 
was aber nur dann moglich ist, falls auch das Intervall (a, 6) aus einem ein- 
zigen Punkte besteht. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
Wir fassen zusammen: 


LEMMA 1. Unter den Voraussetzungen 0, (2), (3) und der Stetigkeit von 
f kann Definitionsbereich beziiglich x und Wertevorrat der Funktion f aus 
héchstens zwei Intervallen — speziell Punkten —\ bestehen, es ist aber nicht 
moglich, dap der eine Bestandteil ein Intervall von nichtverschwindender 
Lange, der andere dagegen ein Punkt ist. 

Bestehen Definitionsbereich und Wertevorrat aus einem einzigen Pune 
a, so ist die Transformationsformel 

F (Ky i, a, on ws Caml Cad ee 

das Objekt also ein Skalar. Dies erfiillt fiir kein n =1 die Voraussetzung, dab 
f in @, nichtkonstant sei, es ist ein nichtdifferentielles Objekt. 

Besteht der Definitionsbereich aus zwei Punkten a=a,, so folgt aus 
(3), aus der Voraussetzung O und aus der Stetigkeit von f 


FQ, Gi Qs. way Catis Qn) a. ~TU alle ey ru, 
T(G, 1; 9, «71, @) SQ, Mir alle *ay- U, 
JAGe, G1, . «<5 Grint s Ca) == Op OU ale ter 
(Qi, @1, @2,..., @n-1,@n)=a fir alle a,<0, 


Ein Objekt mit solcher Transformationsformel nennt man einen Biskalar. Es 
ist ein Objekt von genau erster Klasse. 
So haben wir das 


LEMMA 2. Unter den Voraussetzungen 0, (2),(3) und der Stetigkeit von 
f kann Definitionsbereich beziiglich x und Wertevorrat der Transformations- 
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formel f eines eindimensionalen Objektes mit einer Komponente von genau 
n-ter Klasse bei n= 2 nur aus hoéchstens zwei Intervallen von nichtverschwin- 
dender Linge bestehen. 


In I haben wir auch vorausgesetzt, daB es nach AusschlieBen der Bi- 
Skalaren kein Xo gibt, fiir das f(x, a) fiir «>O konstant ist und auch kein 
Xo gibt, fiir das f(xy, @1, @2,..., @n1, @) fiir beliebige «,+£0, a2, ..., @,-1 kon- 
stant in « ist. Wir beweisen, daB dies aus unseren Voraussetzungen folgt. 

a) Ware f(x0, @) yo fiir @ >0 konstant, so ware wegen (2) fiir jedes 
ea < (0 

f (x0, a@) =f[f(xo, —), = =f(yo, 1.) ee 
ebenfalls konstant. f(xo,@) wlirde also héchstens zwei Werte y) und y, auf- 
nehmen, im Gegensatz zur Voraussetzung 0 bzw. zur AusschlieBung der Bi- 
skalaren. 
- b) Gabe es ein x0, so daB f(x0, a1, @2,..., @n-1, @) fiir beliebige 0, 
@2,...,@,-1 konstant ware in a, d.h. 


(5) F(x, V1) Was sey Yn-1y v) =f (Xo, Vy VoG e109 nabs 0) 
fiir beliebige yi£0, y2,..., Yn-1, 
so wiirde hieraus dasselbe fiir alle x folgen, also das Objekt nicht von 
genau n-ter Klasse sein. Tatsdchlich folgt aus der Voraussetzung 0, daf 
es fiir jedes beliebige x Parameter (a1, @2,...,@n-1,@) gibt, fiir welche 
Nea I Noa Ws filo x a0, Ba-19Xn) (@,+-0). 


Daher wiirde mit beliebigen (i+60, ,..., 8n-1,8, wegen (2), (5) und wegen 
des Hilfssatzes 1 in I 


tx, fi, Bo, eeey Pastis 6.) == fl fixe, G1, @2,..+,An-1, Gn), A, pr, vos) Paaty Pal = 
=f (x0, 21, £2, shay Penalty Ba) IX; £1, 22; ° 2+) 2n-1) 0) = 


n-2 


“te Nn 
= f- X, rs Be, «c%, nly Piet nPrevenrt| 5) Brel dot 


+ 2,(a1, 00 ey On-2, Ai, sey 2] 


gelten, d.h. f(x, 61, 62,..-,Pn1,6n) ware fiir beliebige x, Bis=0, 82;..., Bar 
unabhangig von @,, wie behauptet. 

Dies berechtigt die Verwendung des Hilfssatzes 2 in I. 

Der Gedankengang im § 1.1 von I 1aBt sich auch im Falle zweier ver- 
schiedenen Definitionsintervallen wegen 3 unverandert anwenden, wenn wir 
von einem beliebigen der zwei Definitionsintervalle z.B. von x€(a, b) aus- 
gehen. Deshalb gibt es unter den obigen Voraussetzungen auch unter den 
Objekten, deren Werte in beliebigen Mengen (insbes. in zwei Intervallen) lie- 
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gen, kein eindimensionales differentialgeometrisches Objekt mit einer “Kompo- 
nente, deren genaue Klassenzahl groper als 3 ist. 


§ 3. Eindimensionale differentialgeometrische Objekte 1-ter 
Klasse (n = 2) mit einer Komponente unter dem Untergruppoid «+0, 
@==++-—=@,.1=0 der Koordinatentransformationen. Wenn wir z. B. von 
x€(a, 6) ausgehen, bleiben auch die Betrachtungen des § 1.2 in | ebenfalls 
wegen 3 auch fiir Objekte mit Werten in zwei Intervallen giiltig, bis zur 
Definition (21) (I, S. 347) 


o[P(u, v)| = Hu, v), 
die in diesem Falle nur fiir «=a, >0 einen Sinn hat. Nach Definition war 


namlich , 
D(u, a) = f[82(u), @,, 0, ..., 0, O] 


$2(a) =f (%, 1,0, oa CE 1G.) (x, € (a, 5)), 
wahrend w die inverse Funktion von £2 bezeichnete, deren Definitionsbereich 
also das Intervall (a, 6) ist, das D(u,a@,) bei u € (a, 6) fiir «, >O0 laut 3 ent- 
halt, fiir @,<0O aber laut 4 (4) nicht enthalt. Von dieser Formel ab sind also 
die Betrachtungen und auch die Endformel (18) in I im Falle zweier Defini- 
tionsintervallen nur fiir ¢, >0 giiltig. Es gilt also in letzterem Fall 


und 


Cn 


(6). of @4, One. 0, wn) =o (P+ 4 fiir x€(a, bd), a: >0, @,€(—%, 9), 
ay 1 . 
wo w(x) das Intervall (a,b) in stetiger. und streng monotoner Weise auf 
(—e, ©) abbildet und & ihre inverse Funktion bezeichnet. 
Aus gleichen Griinden gibt es auch eine stetige und streng monotone 
Funktion »,(x), die das Intervall (a,,6,) auf (—, ~) abbildet und deren 


inverse Funktion wir mit @, bezeichnen, so dah 


(7) f(x, @1,0,...,0, @n)= AS oH = fiir x €(a1, bi), @1 >0, &n €(— oe, ov) 
ay a OK Ae ; 
gilt. 
Um nun auf negative @, tibergehen zu kénnen, schreiben wir (vgl. 4) 
(a1, 01) x € (a, b) . 
8 D(x) =f(x, —1,0,..., 0,0 fii j 
(8) (x) f( YE} (a,b) r x € (ai, by) | 
Aus (2) folgt hier wegen des Korollars 4 in I die Funktionalgleichung 
(0) FLT ncGts Once. Os Gn )e a5 Ue pees ly el ae 
=f(x, 6101, 0,...,0, Sent Rei) fiir alle x, a0, en, 610, By. 
Insbesondere gilt fiir negative a, | 
TS a, 0, gi “0, a,) =f [fF (x, = «1,0, ee e,.U; —@n); —F0, eres 0, 0] = 
= f[f(x; —1,0,..., 0,0), —a1,0,..., 0, (—1)"@,] (a: <0), 
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d. h. wegen (6), (7) und (8) z.B. fiir x € (a, b) 


(ACRE Oh etre Ue a) =D) w % oe + ( l= 
/ eae a 


Wi[D(x)]_, en 
a men 


=(—1)"'aiy(y) 2 (y€ (a, 6) beliebig) 


b\w tyes Ga +H(|{= 


(10) 


, x€(a, bd) (@,<0). 


Setzen wir hier 


ein, so erhalten wir 


a)" 1 
=%;] ae ares yo) (1 <0, x €(a, 6), y €(@, 6). 
Bei @,—> — wird hieraus 
(11) D(y) = &[(—1)" 7 ¥O)I (y € (@, 5). 
Setzen wir diese Formel in (10) ein, so wird 


T(x, wis : wy @,) =f, Ge + = fiir xe (a, b), ay<0. 
ay 


ay 


Ganz 4hnlich gilt auch 
PacmO sith, 0; a= (+S) fir. x€(a1, 63), ¢.<0. 
a a 


1 


Die so erhaltene Transformationsformel 


fiir x€(a,6), a>0, 


vi wax) 4 fiir x € (ai, by), a1>0, 
a 


n-1 
1 ay 
(12) x=f(x, a1, 0,..., 0, @n) = 
a fir x€(a,6), «<0, 
Qj Qi 


n 


ay ay 
(p[PO=x= LAO) 
erfiillt, wie man sich unmittelbar tiberzeugt, die Funktionalgleichungen (9) 
und (3) fiir alle x, a0, @n. Definieren wir die Funktion 
ev >O0 fiir x€(a,d), 
—evr™ <0 fiir x € (a, bi) 


p loess fiir x €(a, bi), a1<0 


(13) q(x) = 
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und bezeichnen wir mit ® ihre Inverse, so geht (12) in 
X = f(x; @1,0,...,; 0, @) = 


(4) wf ig eoit e sg lp al) (#0, lO@)]=x) 
iiber. Wir haben also den 


Satz 1. Ist f(x, @1,0,...,0,@n) eine fiir alle a,0,@, und fiir zwet 
x-Intervalle (a, 6) und (a,,6,) von nichtverschwindender Lange definierte ste- 
tige Funktion, deren Werte bei jedem x beide Intervalle ausfiillen, und gibt 
es kein x, ftir das bei jeder Wahl von a=£0 f(x, a,0,...,0,@n) von @p 
unabhdngig ist, so ist jede Lésung der Funktionalgleichungen (9) und (3) von 
der Gestalt (12) (oder, was dasselbe ist, von der Gestalt (14)), wo w(x) bzw. 
w,(x) stetige und streng monotone Funktionen sind, die (a, b) bzw. (a, 6) auf 
(— ov, ©) abbilden, wihrend die eindeutig umkehrbare Funktion g(x) aus zwei 
stetigen und streng manotonen Teilen besteht, die (a,,6,) auf (—,0) und 
(a, 6) auf (0, ©) abbilden.. 

Unter diesen Voraussetzungen sind also die Objekte mit der Transfor- 
mationsformel (12) (in anderer Gestalt (14)) die allgemeinsten eindimensionalen 
differentialgeometrischen Objekte der Klasse n = 2 mit einer Komponente, deren 
Werte zwei Intervalle ausfiillen unter dem Untergruppoid a@,-0,a.—=-::- 
+++ ==@,-1 =O der Koordinatentransformationen. 

Hier haben wir statt der Voraussetzung O ihre Konsequenzen beziiglich 
der Abhangigkeit der Funktion f von @, vorausgesetzt. Die Voraussetzung 0, 
d.h. die Lésbarkeit von f(x1, @1, @2,..., @n-1, @n)==X_ bei allen x1, x2 hat 
namlich fiir n = 4 keinen Sinn, da — wie wir sahen — f(x, @1, @,..., @n-1, @n) 
im allgemeinen tiberhaupt nicht existiert. Die Voraussetzung 0 kann also nur 
fiir n=2 und n=3 verwendet werden. 


§ 4. Eindimensionale differentialgeometrische Objekte zweiter 
und dritter Klasse mit einer Komponente, deren Werte in beliebigen 
Mengen liegen. Fiir n= 2 ergibt (12) die Formel 


wp (2) 5 a) fiir x€(a,b), @>0, 


p,| HO, 2) fir x€(a,0,), «, >0, 
X = f(X, @,, @) == dias : 
p,| 2 5 2) fir x€(a,b) a,<0O, 


| 20). &) fir x€(a,5,),a,<0 
(Y[P)] = x= F(x))). 
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Diese Formel zeigt, daf die Transformation des Objektes x folgender- 
weise geschieht: Fir x € (a, 6), @,>0 fiihren wir mittels w das Intervall (a, b) 


in (— oe, ov) iiber, transformieren dort gemadp der Formel y = z + i des af- 
: 1 


finen Zusammenhanges und fiihren das Ergebnis mittels © in (a, b) zurtick. 
Fiir x € (a, 6), @, <O fiihren wir (a, b) wieder mit w(x) in (—~~, ), transfor- 
mieren dort mittels der Formel des affinen Zusammenhanges, fiihren aber das 
Ergebnis mittels ®, in (a,, b,) iiber. Ahnlich verfahren wir auch fiir x €(a,, 6). 
gi ergibt die Formel 
ii a@,/a2 


= f(X, &1, &2) = P {|p(x)| “Ss leali (~O)#O, o[P(x)]= »). 
Diese Formel zeigt, da das Objekt x eine umkehrbar eindeutige Funk- 
tion des Objektes mit der J iestermationsior mes 


1/a, gat 


y=|y| sg (ya,) 
ist. Mit anderen Worten (vgl. A. NIJENHUIS [8]) ist x mit y dquivalent. 
Wenn wir auch den Satz 4 von I sowie unser Lemma 2 in Betracht 
nehmen, haben wir den 


SATZ 2. Unter der Voraussetzung 0 gibt es die folgenden eindimensio- 
nalen differentialgeometrischen Objekte mit einer Komponente von genau zwei- 
ter Klasse mit stetigen Transformationsformeln und nur diese: Die mit 


fr ae (z € ( , )) 
d.h. auch mit 

s&s 1/a, a@y/a2 ; 

y=y e *  (y¥€E(0, ~)) 


dquivalenten Objekte, deren Werte ein Intervall ausfiillen, und die mit 


—|y| 0% se (yen) — (vE(— 2, 0) + (0, &)) 


dquivalenten Objekte, deren is zwei Intervalle ausfiillen. Die Funktion, die 
die Aquivalenz erzeugt, ist im Falle eines Intervalles stetig und streng mono- 
ton, im Falle zweier Intervallen ist sie ebenfalls eindeutig umkehrbar und 
besteht aus zwei stetigen streng monotonen Teilen. 

Bei Objekten dritter Klasse sind, wie man gleich sieht, die Betrachtun- 
gen im § 2.3 von I ebenfalls auch fiir Objekte mit Werten in zwei Interval- 
len iibertragbar, falls wir uns auf 

x€(a,b), a@>0 
beschranken. So gilt 


(15) f(% a, a, a) =v (YO ga4+s zs) fiir x €(a, 6), @, >0. 
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Aus denselben Griinden gilt wieder auch 


F(X, G1, &, @3) = F, [Hes 3 s i et) fiir x €(a,, 5,),a,>0. 
w(x) bzw. w,(x) bilden (a,b) bzw. iat 6,) auch hier auf (—oe, ) ab. Fiir 
n= 3 lautet (2) 
(16) tance? @\, &, @ts), Bi, Pe, 63] cee J (5 Bia, By @_ + foi, B\ @s + Psa; a 3 Ga, Gs) 
fir alle x, a, 0, @, ds, & +0, By, &. 
Wenn wir (15), (8) und (11) (2=3) in die aus (16) folgende Gleichung 
f (x, @, G2, &:) =f[ f(x, —@,, —a@, —a), —1, 0, 0] 

einsetzen, erhalten wir 


3 Gang) 
2h ot 


F(X, G1, @s, &;) = om, (Oe 
und 4hnlich 


(2, 9) = | MOD eats 4) fiir x€(a,, d),a,<0. 
ay 


] fiir x€(a, b),a,<0 


Die so erhaltene Funktion (vgl. die Interpretation am Anfang dieses §-en) 


2 eae “ fiir x€(a,b), a, >0, 
a 


ay Pas, 


| SA age a) fiir X€(a, 5;), a > 0, 
(17) X=f(%, a, @, a) =4 


2 es 3 Sate e 2s) fir x€(a,b), «<0, 


ay 2, a, 
aD i ae 3 « aE =) fiir x€(a,,0;),@,<0 
oe 2 a a 


(Y[P]=x= YW [4.@))), 
die sich mit (13) wieder auch als 
9 % 3a3 
a cy we 
(18) * =f (x, @,, Go, @s) a PD {\e(x)| e pa Sg [p(x)a,}} 

(g(x) #0, Plp(x)] =) 
schreiben laBt, erfiillt die Funktionalgleichungen (16) und (3) immer. Wir 
haben also den 

SATZ 3a. Ist f(X,@,,@,@3) eine fiir alle a,+-0,@,,a, und fiir zwei 
x-Intervalle (a, 6) und (a,, 6,) definierte Funktion, deren Werte bei jedem x 
beide Intervalle ausfiillen, und gibt es ‘kein x, fiir das bei jeder Wahl von 
a, -O und a F(X, @,@, a3) von a, unabhdngig ist, so ist jede Lésung der 
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Funktionalgleichungen (16) und (3) von der Gestalt (17) (oder, was dasselbe 
ist, von der Gestalt (18)), wo w(x) bzw. wW,(x) stetige und streng monotone 
Funktionen sind, die (a, 6) bzw. (a,, 6,) auf (—~, oo) abbilden, wdhrend die 
eindeutig umkehrbare Funktion (x) aus zwei stetigen und streng monotonen 
Teilen besteht, die (a,, b;) auf (—~,0) und (a, b) auf (0, ~) abbilden. 

Wenn wir auch den Satz 5 von I sowie unser Lemma 2 in Betracht 
nehmen, haben wir auch den 


SATZ 3b. Unter der Voraussetzung 0 gibt es die folgenden eindimensio- 
nalen differentialgeometrischen Objekte mit einer Komponente von genau drit- 
ter Klasse mit stetigen Transformationsformeln und nur diese: Die mit 


hg z ae 
im i Dire sia a: (ee) 
d.h. auch mit 
L/az oS a 
= a 24 
Dee et a Gee LOCO, 22) 
dquivalenten Objekte, deren Werte ein Intervall ausfiillen und die mit 
eS 3a3 
a Liar =a ant 
eis ves ay Lee yey) des Oe 9) 
dquivalenten Objekte, deren Werte zwei Intervalle ausftillen. — Die Funktion, 


die die Aquivalenz erzeugt, ist im Falle eines Intervalles stetig und streng 
monoton, im Falle zweier Intervallen ist sie ebenfalls eindeutig umkehrbar und 
besteht aus zwei stetigen streng monotonen Teilen. 


(Eingegangen am 14. April 1958.) 


’ 
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UBER EINE PUNKTVERTEILUNG AUF DER KUGEL 


Von 
L. FEJES TOTH (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


Es seien auf einer Kugel n Punkte vorgegeben. Wir verbinden jeden Punkt 
mit jedem anderen durch eine kiirzeste sphadrische Strecke, und betrachten 


die Gesamtlange S der entstehenden (5) Strecken. Fiir welche Punktverteilung 


erreicht S sein Maximum S,? Im vorliegenden Aufsatz geben wir fiir n=6 
die Lésung dieses Problems, sowie des analogen Problems in der elliptischen 
Ebene.' 

Zur Orientierung bestimmen wir den Wert S z.B. fiir die 20 Ecken 


4 = 190 Strecken von 5 verschiedener Lange 


auf. Deshalb wiirde die direkte Berechnung von S eine verhaltnismabig miih- 
same Arbeit sein. Wir haben aber nur zu bemerken, daB die Abstandssumme 
eines Punktes von zwei cinander diametral gegenitiberliegenden Punkten stets 
zt ist. Bewegt man also ein diametrales Punktpaar so, daB es diametral bleiben 
soll, so verandert sich der Wert von S nicht. Wir kénnen daher 10 Punkte 
in den Nordpol und 10 in den Siidpol legen, wodurch wir unmittelbar den 
gesuchten Wert S= 10-107 = 1002 erhalten. 

Es 1a4Bt sich nun vermuten, daB S,—100a und im allgemeinen 
So,= 7k ausfallt, und daB dieses Maximum nur von zentralsymmetrischen, 
Punktsystemen erreicht wird. Dabei soll ,,zentralsymmetrisch“ pABE tae 
beziiglich des Kugelmittelpunktes“ bedeuten. 

Wir wollen diese Vermutung in demjenigen Fall nachweisen, wenn alle 
Punkte auf einem GroBkreis G liegen. Wir setzen. auf G eine gewisse Rich- 
tung fest, und bezeichnen die Punkte in ihrer zyklischen Reihenfolge mit 
P,,..., Pox (Pisa. =P). Dann haben wir 


eines Dodekaeders. Hier treten ( 


2k 2k 1 & 
os 2 PiPis = gids fs 2 PiPist-s bo oy PP 
=2a+---+20(k—1)+a2k=ak, 


1 Vgl. L. Feyes TotH, On the sum of distances determined by a pointset, Acta Math. 
Acad. Sci. Hung., 7 (1957), S. 397—401, wo analoge Probleme behandelt werden. 
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wobei P,P; die Lange desjenigen Weges bedeutet, den man an G_ in der 
vorgegebenen Richtung zuriicklegen mu8, um von P; nach P; zu gelangen. 
Gleichheit gilt nur wenn die hier auftretenden gerichteten Wege die ktirzesten 
Wege zwischen den fraglichen Punkten sind, wenn sie also alle =z aus- 
fallen. Aus P;PiaxSzt und Pix Pisx—=PirPi Sa folgt aber P; Pi4x—=71, w.z.b.w- 

Wenden wir uns jetzt einem Punktsystem von ungerader Punktanzahl 


zu! Liegen die Punkte P,,..., Po.s1 in dieser zyklischen Reihenfolge auf dem. 


gerichteten GroBkreis G, so erhalten wir, wie vorher, 


2h Qh+1 
SS > PiParte +t D PP =2a+---+20ek=ak(k+1). 
i=] i=1 

Besonders einfach lat sich der Fall der Gleichheit kennzeichnen, wenn 
unser Punktsystem kein diametrales Punktpaar enthalt. Dann miissen namlich 
die durch einen beliebigen Punkt des Systems bestimmten beiden offenen 
Halbkreise eine gleiche Anzahl von Punkten enthalten. Wir wollen dann sagen, 
dai die Punkte normal verteilt sind. Treten auch antipodische Punktpaare auf, 
so mu8 das Restsystem, das durch Fortlassung solcher Punktpaare entsteht, 
‘ebenfalls extremal sein. Folglich zerfallt ein extremales Punktsystem in eine 
zentralsymmetrische und eine normal verteilte Komponente. 

Ahnliches 1a8t sich auch im allgemeinen Fall erwarten: vermutlich ist 
Sori 2tk(kK+ 1) und dieses Maximum wird nur von solchen Punktsystemen 
erreicht, die aus einem zentralsymmetrischen und einem auf einem GroBkreis 
liegenden normal verteilten Teilsystem bestehen. So ein System sei halb- 
symmetrisch genannt. 

Im folgenden weisen wir die Richtigkeit der obigen Vermutungen fiir 
n=6 nach. Zugleich werden wir eine fiir n>6_ giiltige obere Schranke fiir 
S, erhalten. 

Da die Falle n= 2 und 3 trivial sind, kénnen wir mit der Punktanzahl 
n=—=4 beginnen. Wir addieren die Werte von S der vier Punktdreier, die 
sich aus einem vorgegebenen Punktvierer bilden lassen. Da in der erhaltenen 
Summe jede Strecke zweimal vorkommt, ergibt sich fiir den Wert S des 
Vierers 2S=4S,— 4-2, d.h. SS4a. Gleichheit besteht nur, wenn alle vier 
Tripel extremal sind, was nur fiir ein zentralsymmetrisches Quadrupel ein- 
treffen kann.” 

Diese Uberlegung 1a8t sich auf eine beliebige Punktanzahl n iibertragen, 
wodurch sich die Ungleichung 


(1) Sis 


* Diese Bemerkung verdanke ich A. Hepes. 
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ergibt. Nach der obigen Vermutung sollte aber in (1) nur fiir gerades n 
Gleichheit zutreffen. Dies steht in Einklang mit der Tatsache, daB aus einem 
zentralsymmetrischen Punktsystem durch Fortlassung eines Punktes stets ein 
halbsymmetrisches Punktsystem entsteht, wahrend das Umgekehrte nicht zu- 
-trifft. Folglich erfordert der Fall n —5 weitere Uberlegungen. 

Wir kénnen annehmen, daB in dem Punktsystem keine antipodischen 
Punkte auftreten. Wir betrachten die Abstandsveranderung x eines variablen 
Punktes vom festen Punkt A, wenn wir den Punkt von der urspriinglichen 
Lage BA in die neue Lage C iibertragen. Setzen wir AB—=c, BC—~a, 
CA=c+x, a~AABC=~F, so ist 


cos (c++ x) =cos a cosc+sina sinc cos @. 
Hieraus ergibt sich durch einfache Rechnung, dai an der Stelle a—0 fiir c+0 
dx 


ee B, 

d’x as 

ae ctg c sin’ 6 
ist. Sind also in einem extremalen System die Absténde des Punktes P,, 
von den Punkten P,,...,Pna-1 O<G,...,Cn1< und die entsprechenden 
Richtungswinkel 9,,...,@n-1, so muB fiir jeden Wert von 


n—1 
2 cos (yi— g) = 0 
ausfallen. 

Diese Bedingung, laut der sich die gegen die anderen Punkte hinwei- 
ssenden Einheitsvektoren in Gleichgewicht befinden, gilt auch, wenn in P,, 
mehrere Punkte zusammenfallen, weil diese ja gemeinsam bewegt werden 
kOnnen. 

Betrachten wir jetzt den Fall n=5! Wenn ein jeder der fiinf Punkte 
mit einem anderen zusammenfiallt, gibt es héchstens zwei verschiedene Punkte. 
Wir schlieBen diesen trivialen Fall aus und setzen voraus, da8 etwa der Punkt 
P,, isoliert ist. Ware nun etwa P,—P,, so wiirde aus der Gleichgewichts- 
bedingung ¢,=9.—9;+2=9,+ 2 folgen und so wiirden alle fiinf Punkte 
auf einem GroBkreis liegen. Sind dagegen alle Punkte isoliert, so ergibt sich 
aus der Gleichgewichtsbedingung, bei geeigneter Wahl der Indizes, gy; = 9, + 7 
und g,—g,+2. Deshalb liegen P,, P,, Ps, und Ps, Ps, Ps auf je einem 
GroBkreis. Aus denselben Griinden miissen aber auch P,, P,, P, auf einem 
GroBkreis liegen. Da aber nach unserer Voraussetzung P, und P, nur einen 
GroBkreis bestimmen, liegen alle Punkte auf diesem GroBkreis. 


3 Von der zweiten Ableitung werden wir erst spater Gebrauch machen. 
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Damit ist der Fall n =5 und infolgedessen auch der Fall n —=6 erle- 
digt. Die extremalen Punktsechser sind zufolge der obigen Uberlegungen 
dadurch gekennzeichnet, daf durch Fortlassung eines beliebigen Punktes ein 
halbsymmetrischer Punktfiinfer entsteht. Wiirde der Sechser kein diametrales 
Punktpaar enthalten, so miiften je fiinf Punkte, und demzufolge alle sechs, 
auf einem GroBkreis liegen, in welchem Fall die Existenz diametraler Punkt- 
paare schon nachgewiesen wurde. Folglich muf im Sechser ein diametrales 
Punktpaar vorkommen. Dann muf aber, im Hinblick auf den Fall .«n==45 
der ganze Sechser zentralsymmetrisch sein. 

Nun gilt fiir n >6 nach (1) 


2 65 6-5 
-d. h. 
3n(n—1) 
Se 10 
Wir haben also 1275S,512,62, 167=S8,;=16,827,... und 
J aes ae 320 
7a es 103 


Wir wenden uns jetzt dem analogen Problem in der elliptischen Ebene 
zu. Hier sei die gegenseitige Abstandssumme zwischen n Punkten mit F, und 
das Maximum von E mit £, bezeichnet. Wahrend S die Summe derjenigen 
Winkel bedeutet, die n gerichtete Geraden des euklidischen Raumes be- 
stimmen, laBt sich E als die entsprechende Summe fiir ungerichtete Geraden 
interpretieren. 

Ein wesentlicher Unterschied zwischen den beiden Problemen steckt in 
der Tatsache, da& der maximale Abstand ( bzw. 2/2) auf der Kugel nur 
zwischen zwei, in der elliptischen Ebene aber auch zwischen drei Punkten 
gegenseitig auftreten kann. Es ist daher zu erwarten, daf hier nicht die Pa- 
ritét von n, sondern die Kongruenz mod3 eine Rolle spielen wird. 

Auf der Kugel erhalt man eine gute Verteilung, wenn man alle Punkte 
(méglichst) gleichmafig in zwei antipodische Punkte legt. In der elliptischen 
Ebene erweist es sich als zweckmaBig, alle Punkte gleichmaBig in die Ecken 
eines dreifach orthogonalen Dreiecks ABC zu verteilen. Dann kann man noch 
die Punkte, die etwa in B und C liegen, auf der Geraden BC so bewegen, 
daB die Abstandssumme EF unverdndert bleiben soll. Anders ausgedriickt: 
man lege alle Punkte in einen Punkt P und auf eine zu P polare Gerade p, 
und zwar [n/3] in P, [2n/3] auf p und von den iibrigbleibenden héchstens 
einen in P, so daB die Punkte auf p ,halbsymmetrisch* liegen sollen. 
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Es 1a8t sich vermuten, daf& die so erhaltenen Punktsysteme, und nur 
diese, die Lésungen unseres Problems ergeben. Daraus wiirde folgen, da 


Ex=3 5, Emi=Bk+QKRT, Ene Bk+ 1 (k-+1) SE 
ist. . 

Wir machen zunachst eine allgemeine Bemerkung, aus der wir fiir n=<6 
auf die Richtigkeit dieser Vermutung schlieBen werden: in einem extremalen 
Punktsystem besitzt entweder jeder Punkt»von wenigstens zwei nicht zusam- 
menfallenden Punkten den Abstand 7/2, oder liegen alle Punkte auf einer 
Geraden und in einem dazu polaren Punkt. 


Sind namlich alle Abstande c,,...,¢n-1 des Punktes P,, von den Punkten 
P,, ..., P+ kleiner als 7/2, so folgt, nach der beim spharischen Fall herge- 
leiteten Formel 
hed Pec 
APY ctg c sin® £, 


daB fiir ein Maximum der Summe c,+--++c¢,-1 die Ungleichung 


n-1 
> ctg c sin’(gi— gy) $0 
t=] 


erfiillt werden mu8, wobei die Summe nur auf die Indizes mit c;>O erstreckt | 
wird. Diese Ungleichung k6nnte nur dann bestehen, wenn alle c;=O sind, 
was aber der Extremalitat widerspricht. 

Wir setzen jetzt voraus, daB sich P,, unter den Bedingungen 9g, —---— q,, 
QS HG = 2/2, Cry <1/2,...,Cn-1<2/2 in einer extremalen Lage be- 
findet. Dann muB die Veranderung von Cyi1 +-+:+Cn-1 bei einer Bewegung 
von P,, auf der zu P, polaren Geraden =O ausfallen. Daraus folgt, daf fiir 


g=GPitm/2 


n-1 


> ctg ¢ sin’ (g:—¢) <0 


i=k+1 
sein mu8. Diese Ungleichung ist aber nur unter den Bedingungen 


i=, + a (k<i<n) 


— erfiillt, womit die Richtigkeit unserer Bemerkung bewiesen ist. 


Es l4Bt sich nun leicht zeigen, da& diese Bedingung fiir n—4 nur die 


; fraglichen Punktvierer und fir m5 aufer den fraglichen Punktfiinfer nur 


a 


die Ecken eines Reuleaux-Fiinfecks ABCDE von der Breite 2/2 zula{t. Um 
den Fall n=5 zu erledigen, haben wir zu zeigen, dai der Umfang von 
ABCDE dann sein Maximum erreicht, wenn das Fiinfeck in ein Dreieck 


entartet. 


2 Acta Mathematica X/1—2 
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Wir betrachten den zur Seite CD gehdrigen Ankreis AK des Fiinfecks, 
und bezeichnen den Mittelpunkt von K mit O, den Radius mit r und die 
Beriihrungspunkte von K mit den Geraden BC und DE mit D und C. Mit 
Riicksicht auf BC+CD+DE—BD-+CE verandert sich der Umfang des 
Fiinfecks nicht, wenn wir die Seite CD an dem Kreis K ,,rollen“ lassen. 
Um nun zu erreichen, daB dabei das Fiinfeck ein Reuleaux-Fiinfeck bleiben 
soll, mu8 man zusammen mit der Seite CD auch den Eckpunkt A so be- 
wegen, dafi A stets zu CD polar sei. Dann beschreibt A einen Bogen 6 des 


7 


Kreises vom Mittelpunkt O und Halbmesser s +r, dessen Endpunkte den 


Lagen C=B und D=E entsprechen. Wir haben nur die Verdnderung 
von BA+AE wiahrend dieser Bewegung zu untersuchen. 


In einer extremalen Lage mui A entweder in einem Endpunkt von 6 
liegen, oder muB AO den Winkel BAE = 2 halbieren. Setzen wir XOBA=° 
und ~OFA=s, so ergibt sich im letzten Fall aus dem Sinussatz, im Hin- 
It 


blick auf OB =OE = mete und OA = Zt 


sin wm =sin @= sine. 


Daraus folgt aber, mit Riicksicht auf @>@ und e>m, @—es. Man tiber- 
zeugt sich leicht, da in diesem Fall BA-+-AE minimal ist. Folglich kann 
BA+AE den grifitméglichen Wert nur dann erreichen, wenn A in einem 
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Endpunkt von 6 liegt. Dann liegen von den fiinf Punkten vier in den Ecken 
eines dreifach orthogonalen Dreiecks und der fiinfte auf derjenigen Seite, die 
gegentiber dem Doppelpunkt liegt. 

Damit ist nur noch der Fall n=6 tibrig, dessen Lésung sich leicht 
aus der zu (1) analogen Ungleichung 


n 
(2) bie = HD n-1 


ergibt. Wir sahen, dai E,=6zr ist; da andererseits nach (2) E,;,= eS E,=67 


ausfallt, haben wir E;—6z. Der extremale Sechser ist also so beschaffen, 
daf durch Fortlassung eines Punktes stets ein extremaler Fiinfer entsteht. 
Folglich miissen alle sechs Punkte in einem Punkt und auf einer dazu polaren 
Geraden liegen. Die weiteren vermuteten Eigenschaften des extremalen Sech- 
sers folgen hieraus in einfacher Weise. 

Fir n>6 ergibt sich aus (2), mit Riicksicht auf den Fall n—6, die 
Ungleichung 

Es n(n—1) 


s——— n, 


2 


die zusammen mit unseren unteren Schranken folgende Abschatzungen lie- 
fem: 824262847, 57S, =llezn, 13,5752,21442,-... und 


Zum SchluB wollen wir auf ein weiteres Problem hinweisen: Gesucht 
wird die maximale Abstandssumme A, von n Punkten der euklidischen Ebene, 
wenn der Abstand von je zwei Punkten =1 ist. Aus einem bekannten Satz 
von JUNG‘ folgt, daB die Punkte in einem Kreis vom Radius 1/|/3 enthalten 
sind. Liégen aber die Punkte in einem Kreis, so erreicht die Abstandssumme 
ihren groBtméglichen Wert fiir die Ecken eines regelmaBigen n-Ecks.’ Hier- 
aus ergibt sich die Abschatzung 


(0S UN ein ( — 


in der aber nur fiir n 3 Gleichheit in Kraft tritt. 


(Eingegangen am. 25. April 1958.) 


4H. Juno, Uber die kleinste Kugel, die eine raumliche Figur einschlieBt, Journal f. 
reine u. angew. Math., 123 (1901), S. 241—253. 
5 §. FuBnote }. 
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SOME FURTHER STATISTICAL PROPERTIES 
OF THE DIGITS IN CANTOR’S SERIES 


By 
P. ERDOS (Budapest), corresponding member of the Academy, and 
A. RENYI (Budapest), member of the Academy 


Dedicated to G. Atexits on the occasion of his 60th birthday 


Introduction 


Let 91, 92,--+,Qn,--. be an arbitrary sequence of positive integers, re- 
stricted only by the condition g,=2. We can develop every real number x 
(0=x=1) into Cantor’s series 
En(X) 

(1) FAN G2" In 

where the n-th “digit” «,(x) may take on the values 0,1,...,qn,—l 
(n=1,2,...). The representation (1) is clearly a straightforward generaliza- 
tion of the ordinary decimal (or g-adic) representation of real numbers, to 
which it reduces if all g, are equal to 10 (or to q, resp.). 

In a recent paper [3] (see also [2] for a special case of the theorem) 
it has been shown that the classical theorem of BOREL [1] (according to which 
for almost all real numbers x the relative frequency of the numbers 0, 1,...,9 
among the first n digits of the decimal expansion of x tends for n—-+ oo 


to a can be generalized for all those representations (1) fot which ee 
n=l Yn 
is divergent. The generalization obtained in [2] can be formulated as follows: 


Let f,(k, x) denote the number of those among the digits (x), (x), .--, &n(X) 
which are equal to k (k=0,1,...), i. e. put 


(2) Falk, X) ay 1. 


1SjSn 


Let us put further 


(3a) Qn oe pods PR 
j=) Qj 
and 
=e 
(3b) Qn, k = - os 
judy Qj 
yok 
Then for all non-negative integers k for which 
(4) lim Qu,1.—=+ 9, 


N+>+0 
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we have for almost all x 
(5) lim Sn(k, x) aot 
n>+@ nik 


For.those values of k for which Q,,, is bounded, f,.(k,x) is bounded for 
almost all x. (For other related results see [4] and [5].) 
In the present paper we consider the behaviour of 


(6) M,.(x) = vex fat Ge 4 8 


i. e. of the frequency of the most frebaeh number among the first n digits. 
We shall discuss the three most important types of behaviour of M,.(x): 


Type 1. pat eeu 


stant or bounded, but also if e.g. g,~cn® with c>O and 0<<1 (see 
Theorem 1). 


—1 for almost all x. This is the case if Qn iS cOn- — 


Type 2. lim MslX). = 'c for almost all x where 1<C<-+ o. This is 
N>+0 n 
the case e. g. if ga ~cn with c>O (see Theorem 2). 
Type 3. lim a) + ce for almost all x. This is the case e. g. if 
n>+o 


gn~ n(log n)* with O<@=1 (see Theorem 3). 


There exist, of course, sequences g, for which lim SLAP does not 


n>@ n 


exist for almost all x, but we do not consider such cases in the present paper. 


We shall deal with the case when zs <-+ oe and with some other questions 


on Cantor’s series in another paper. 

All results obtained are based on the evident fact that the digits e,(x), 
considered as random variables on the probability space [§2, 4, P], where 2 
is the interval (0,1),.@ the set of all measurable subsets of £2 and P(A) is 
for A€&2 the Lebesgue measure of A, are independent and have the prob- 
ability distribution 


(7) P(x) =k) = (emt, 132, 


§ 1. Type 1 behaviour of M,,(x) 


In case q, is bounded, g,=K, we have by (5) 
pes) Balen and fim Ve) 


n> @ n n> @ n 
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and thus, as in this case M,(x)= Max F,(k, x), we obtain for almost all x 
Sk<K 


(8 lim —“~ — 
) N>+Q oR 


We shall show that (8) is valid under more general conditions. We prove in 
this direction the following 


THEOREM 1. /f 
Qn 


©) eS logn et 
then we have for almost all x 
(10) tim MAG) 8), 


nN>+O0 n 


PROOF OF THEOREM 1. Let 4 denote the set of those numbers n for 
which g,<n*. Let us denote the elements of the complementary set 4 of 4 
by n; (n;<nji1; j=1,2,...), then we have n;=/ and therefore Qn, =n Zs*. 

Then we have for any k 


1 — 1 
Pay P(e (x)= k) = & P(e (=k) = Po ge ag Saas 

Qn, jail 

ie J 

and therefore, by the Borel—Cantelli lemma for almost every x, every & occurs 
only a finite number of times in the sequence ¢,,(x). On the_other hand, the 
probability that a number k occurs more than once in the sequence ¢,,(x) 
fy == 15 2,..,.) does: not exceed 


WwW, = 


In, >k Gn Qn; 
Gp > k 


y) ir a 


and we have 


Big SS te, 
<j Qn; Qn; i=] 3 >t yj 1 if 

Thus, using again the Borel—Cantelli lemma, it follows that for almost all x 
only a finite number of integers k may occur more than once in the sequence 
&,,(x). This, together with what has been proved above, implies that for almost 
every x in the sequence ¢&,,(x) only a finite number of values occur more 
than once and these values occur also only a finite number of times. By 
other words, in proving Theorem 1 we may suppose that 


(11) Qn<n* for all values of n 


without the restriction of generality. 
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Clearly, we have 
y M,,(x) = Fn0, x) 


and thus, taking into account that owing to (9) condition (4) is fulfilled for 
k=0, it follows by (5) that 


lim Rhee} at 

n>+@ n 
Thus to prove Theorem 1 it suffices to show that for almost all x 
(12) fim 2 eee 

N>+0 n 


As by (4) we have for any kj 
Max fn(k, x) 


a OS SSk 
fim a ee 


n+ n 
(12) will be proved if we show that for any «>0O and for some & which may 
depend on ¢, putting 


(13) My: (x) = Max fu(k, x), 
k>ky 
we have 
(Io) 
(14) lim Ms a <1+e, 
To prove (14) we start by calculating the probability P(/,(k, x) =). In what 
follows c,,C:,... denote positive absolute constants. We evidently have 
153) PU I=—D=( le (Uma 
(15) ie = <ijSn q =i (4; bell U qh 
qj, >; 7=1, 2, yd Ae 


It follows that 


AY 
(16) P(f.(K, x) — jy set Cad 
where : 
1 
17 wl 
(17) OM = fom 
qk 


Using the well-known identity. 


oss wr teat 


I> 


we obtain for o<p cues 


I+e 
(18) es > 
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Thus we obtain for O<e<1, in view of 


5. ihe 
(19) Gr Qe(1+t]a,(14+-4], 
that 
- eRe Gen 
(20) P(fr(k, x) =(1+8)Q.)S———ere 4 
éV¥ Qn 
We obtain from (20) for fee 
2Qy 
(21) P(fa(k, x) 2 (1+2)Q,)=—2—e ® . 
e/Qn 

This implies, putting te—|S]41 and taking (11) into account, 

ns n3 oe 
22) PIM) E(1+)Q)S > PU x)= (1+2)Q,) = Tosa 


As by (9) we have for n= 1 Qn > Plog n, it follows that 


(23) POM) = (1 +8) Q,) 5 oe 
Thus 
(24) 2 PUMn(x)= (1 +2)Q)< + 


and therefore by the lemma of Borel—Cantelli, the inequality M\' (x) =(1+8)Q, 
can be satisfied for almost all x only for a finite number of values of n. 
This implies (14) for almost all x which proves Theorem 1. 


§ 2. Type 2 behaviour of M,,(x) 


In this § we shall prove the following rather surprising 
THEOREM 2. /f 


(25) 0<qs"%sc,  (n=1,2..) 
and 
7 . Qn Ped. 
(26) im a a>0O, 
then we have for almost all x 
A M, 

(27) lim a = y(a) 

u>+ 0 n 
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where y—y(a)>1 is the unique (real) solution of the equation 
] 
(28) ylogy=—. 


PROOF OF THEOREM 2. We start from the inequality, which follows 
simply from Stirling’s formula, 
ed he\s | 
(29) e a =" 4 er 
for N>@A with fixed @>1 where c, depends on 9. 
Now evidently (25) and (26) imply that 


(30) Qux =a log a +0 (log n). 


Thus, by virtue of (16), we have, if Y>y(a) where y() denotes the solution 
of the equation (28), for any ¢ with O<e<a@Ylog Y—1 and n=n,(e) 


(31) 2 Pik )= YQ) Sats 
Thus : 
(32) P(M,.(x)>YQ,) S “ for n=n,(é) 


where 0=cY log Y—1—<s>0. It follows that 


(33) > P(M,.(x) > Y Qy:)< + 00 


and therefore by the Borel—Cantelli lemma the number of those values of s 
for which M,,(x)>YQ,s is finite for almost every x. If 2*!<n<2', let us 
choose an arbitrary number Y, such that y(@)<Y<Y,, then 
Mu(X) — Moe(x) _ Y, Moe(x) 
Qn Qos-1 Yio Glos 

if s=s). Thus, if for such an n M,(x)>Y,Q,, then M,.(x)>YQ,s. As the 
last inequality can be valid for almost all x only for a finite number of values 
of s, it follows that M,(x)>Y,Q, is valid for almost all x only for a finite 
number of values of n. As Y, may be equal to any number greater than 
y(a), this implies that for almost all x 


(0) 


IIA 


IIA 


(34) lim 


n> Oo 


= y(@). 


It remains to prove that we have = 


(35) jim MeO) = yee - 


for almost all x. 
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As for any sequence of positive numbers 6,, b,,..., 6y we have 


b;,b;,+++b;.= = —— : 
135i, <a<... <ij=N jee J J! Cukiet z (j—2)! : 
we obtain from (15) 
-2 1 
Quine De =) 
(36) P n k — ; = -Qn, k te ——s G>k tn q; 
Taking into account that 
Angas: 
(sence, 


and that for 7—yQ, and kSn'-« 

eS 

(OS hoe 
if 1<y<y(a) where y(q) denotes the solution of (28) and 0<e<1—aylogy, 
it follows that 


(37) > Pink, x)=YQn) Zeon? for n=n,(e) 


logen=k<n 


where 0 =1—aylogy—e>0. 
Now it is easy to see that 


P(fn(hi, X) = fnlko, XY) =f) = 
(1+ 4)(1+4)PGG.9= HPO 9= 20. 
1 
It follows that for k,2log’n, k,2=log*n we have for any y with l<y<y(a), 


where y(a@) is the solution of the equation (28), 
P(f,(A, x) =VQn,Jn(Ka, x) eg BY fe 


<P (fk, )=9Q)P alle, =I Q0)(1+ (545): 


If we define 7n—7,(x) as the number of those values of & for which 
log?n=k=n and f,(k,x)=yQn, we have, denoting by M(7,) the mean value 
and by D?(n,) the variance of %n, 

(39) | M (1) = con? 

and 


(38) 


M? (nn 
(40) D'(1) S Co teal 
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It follows by the inequality of Chebyshev 


Cy 
(41) P(1in = 0) P(t —M(rs)| = Mn) fog gy 
and thus 
(42) 2, P(tiyn =0)< + &. 


n=1 


It follows by the Borel—Cantelli lemma that we have for almost all x 

My(X)=YQn for n=No(x). 
Thus for any #>0 and for n=a,(x,«) and 2"=N<2 
(43) Myx(x) = Myn(X) ZV Qan = (Y—8) Qu. 


This implies that for almost all x 


"tl we have 


(44) Lh a 


As y may be any number not exceeding y(@), we obtain from (44) that (35) 
is also valid for almost all x. Thus the proof of Theorem 2 is complete. 


§ 3. Type 3 behaviour of M,(x) 
Now we shall prove a theorem which deals with conditions under which 
a tends to + oe for almost every x. 


THEOREM 3. Let us suppose that 


(45) lim 22 eth a, 
n>+o Ml 

but at the same time 

(46) lim Q,=-+ ce. 
n>+O 


Then we have for almost every x 
(47) lim —~—~ =-+ oo, 


PROOF OF THEOREM 3. The proof follows the same pattern as the second 
half of the proof of Theorem 2 (i. e. the proof of (35)). 
We have from (45) 


~ 1 “1 i 
48 n= —' == ai —— 
(48) Q 2 . 2 ‘be 0 (log n), 
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further for any A>O 


(49) » ane E Mlb.) 
and thus aceon 

(50) Qnx=Qu(I—o(1)) for k=e*. 
It follows from (36) that for any N>N,>1 

(51) P(fa(k, x) =NQ,) =e MeN en, 


Now let us choose A= 3Nlog N, then we have 
Pa) PUI DeNQJae)  *, 
Qe =k Pa n 
On the other hand, we have from (38) 
P(fa(h, x) = NQ,,; Tn(ke, x) = NQ,) = 


=P(fi(h, x) = NQn)P(filke, x) = NQun) [ nae Fal 


and thus, defining 7, —%7,(x) as the number of those values of k for which 
Qi skse*™ and fr(k, x)>NQ,, we have M(7,)—>+ co and 


M°*(7;,,) 
D?(7),.) = C2 ——-. 
(1x) Se o, 


Similarly as in- the proof of Theorem 2 we’ obtain that 
lim Mn Mn(x) — 


n> /n 


for almost all x. As N may be chosen arbitrarily large, Theorem 3 follows. 


(Received 29 October 1958) 
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UBER EINE KONSTRUKTIVE METHODE ZUR REDUKTION 
EINER MATRIX AUF DIE JORDANSCHE NORMALFORM 


Von 
E. EGERVARY (Budapest), Mitglied der Akademie 


Die Ahnlichkeitstransformation einer quadratischen Matrix auf die Jor- 
dansche Normalform wird von vielen Autoren als Grundstein der ganzen 
Matrizentheorie betrachtet. Dementsprechend ist das Problem in der Literatur 
vielfach behandelt worden. In den friiheren diesbeziiglichen Arbeiten wird 
meistens nur die Méglichkeit der Transformation bewiesen, und die Struktur 
der Normalform mit Hilfe der Segreschen oder Weyrschen Invarianten be- 
stimmt, wahrend fiir die wirkliche Herstellung der transformierenden Matrix 
‘kein konstruktives Mittel angegeben wurde. 

In der neueren Literatur ist aber eine Tendenz bemerkbar, auch bei 
der Erérterung dieses Problems konsruktive Methoden heranzuziehen und die 
reinen Existenzbeweise durch wohlbestimmte, explizit durchftihrbare Algorith- 
men zu ersetzen. 

In diesem Zusammenhange ist wohl zuerst das bekannte Buch von 
F. R. GANTMACHER [9] zu erwahnen, wo mehrere explizite Verfahren fiir die 
Berechnung der transformierenden Matrix angegeben sind. 

Immerhin besitzen diese Rechenverfahren nach unserem Erachten — 
besonders im Falle einer derogatorischen Matrix — noch immer nicht die Uber- 
sichtlichkeit und Kiirze, welche man von einer konstruktiven Methode mit 
Recht verlangen wiirde. 

Neulich ist von H. K. FARAHAT [14] eine konstruktive Methode angege- 
ben worden, welche eine nilpotente Matrix zum Ausgangspunkt nimmt, und 
die folgende, im allgemeinen Falle zuerst von W. KRULL verwendete Idee zur 
schrittweisen Reduktion beniitzt: 

Die gegebene nilpotente Matrix wird zuerst verhdltnismaBig auf die tri- 
angulare Hypermatrix 


Spores 


J e| j= ih 3a v = Index von N 


N=|p C 
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reduziert, welche dann durch Anwendung einer weiteren ziemlich komplizier- 
ten Ahnlichkeitstransformation in die direkte Summe 


(*) N= Ms ¢ 
iibergefiihrt wird. Iteration dieses Verfahrens bringt endlich die nilpotente 
Matrix N auf die kanonische Gestalt. 

In der vorliegenden Arbeit wollen wir eine Reduktionsmethode angeben, 
welche den Anforderungen der Kiirze und Ubersichtlichkeit besonders genii- 
gen soll. Die von uns hier vorgeschlagene Methode enthdlt selbstverstandlich 
viele Einzelschritte, welche schon friiher von anderen Autoren beniitzt wor- 
den sind. 

In diesem Zusammenhange miissen zuerst die mit Hilfe der Hermite- 
schen Interpolationspolynome konstruierten Projektoren erwahnt werden, aller- 
dings scheint es aber bisher nicht bemerkt und ausgeniitzt worden zu sein, 
da die basische Faktorisation eines solchen Projektors automatisch die zu- 
einander reziproken Basen der zum betreffenden Eigenwert gehdrigen rechts- 
seitigen und linksseitigen invarianten Unterrdume liefert. | 

Beim tieferen Studium der angewandten Methoden bekommt man tiber- 
haupt den Eindruck, daf die Schwerfalligkeit der meisten zur Reduktion von 
nichtdiagonalisierbaren Matrizen angegebenen Methoden auf einen Mangel an 
Symmetrie ztitiickzufiihren ist. 

Wahrend nadmlich z. B. bei der Transformation einer symmetrischen 
Matrix die ausschlieBliche Betrachtung der rechtsseitigen Eigenvektoren gar 
nicht symmetriestérend ist (weil die rechtsseitigen und linksseitigen Eigen- 
vektoren die transponierten von einander sind), wird bei einer nichtdiagona- 
lisierbaren Matrix durch ausschlieBliche Verwendung der rechtsseitigen Haupt- 
vektoren die Symmetrie wesentlich gestort. 

Es ist wohl diesem Umstande zuzuschreiben, dag H. K. FARAHAT sich 
genétigt sah, die Ahnlichkeitstransformation von N zu (*) in zwei Schritten 
durchzufiihren, wahrend die symmetrische Verwendung der rechtsseitigen und 
linksseitigen Hauptvektoren der nilpotenten Matrix uns die Méglichkeit geben 
wird, die Ahnlichkeitstransformation von N zu (x*) in einem einzigen Schritte 
durchzufiihren. 

An dieser Stelle méchten wir rioch einige Einzelheiten hervorheben, 
welche besonders dazu beigetragen haben, daB unsere Methode auch rechen- 
technisch verwendbar, sogar leicht programmierbar ist: 


1. Konsequente Ausniitzung der in dem Hypermatrizenalgorithmus inne- 
wohnenden Moéglichkeiten. 


2. Ausgiebige Verwendung der ,,basischen Faktorisation“ von Matrizen. 
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3. Gleichzeitige und symmetrische Verwendung wéhrend des ganzen 
Reduktionsprozesses der rechtsseitigen und linksseitigen Eigen- und Haupt- 
-vektoren der gegebenen Matrix. 


Die von uns in dieser Arbeit vorgeschlagene Methode besteht im wesent- 
lichen aus folgenden zwei Schritten: 


I. Werden die aus den Hermiteschen Interpolationspolynomen hervor- 
gehenden Projektoren 
Hi,(A), H(A), ..., H(A) 


einer gegebenen Matrix A n-ter Ordnung in der Form H,(A)—U;V; in 
_Basisfaktoren zerlegt, so ist die Hypermatrix 


ee ViU | 
A i OS ee == E, (Einheitsmatrix n-ter Ordnung), 
Vp Oriss- Vai Um 
und die Ahnlichkeitstransformation 

VWAU=[V,A0U]); 5-=1,2...., m 
~reduziert die Matrix A auf die diagonale Hypermatrix 

chi Es, -+- Vi(A—A¢, E;) U»> (k= 1, 2s m), 
wo 4.E., bzw. Vi(A—4.E,)U; die zum e@-fachen Eigenwert 4, gehdrige 
-idempotente bzw. nilpotente Komponente ist. 
Il. Ist N eine nilpotente Komponente e@-ter Ordnung mit dem Index 
=a, so lassen sich immer (mit Hilfe eines einfachen rekursiven Algorith- 
mus) zwei Vektoren x,y’ berechnen, welche die Gleichungen 
y x=-y Nx=--.-=yNP?’x=0, yNP'x=1 
_ befriedigen. 
Mit diesen Vektoren kann man das folgende Biorthogonalsystem von 
rechtsseitigen und linksseitigen Hauptvektoren bilden: 
y NAINA, Sy NOX] 


ehhey —E;. 


/ 


| a 
Dieses System laBt sich (im Falle <q) zu einem vollstandigen Biorthogonal- 
system 

y NP) Ex $2) NOX, Xpey ss Xal 


3 Ge y’ — E. 
YX Vout 
Va 


3 Acta Mathematica X/1—2 
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erginzen. Die mit dieser Matrix durchgefiihrte Ahnlichkeitstransformation 
reduziert die gegebene nilpotente Matrix auf die direkte Summe 


Iteration dieses Verfahrens reduziert endlich N auf eine direkte Summe 
von Jordanschen Blécken. 

Abgesehen von der Berechnung der Eigenwerte setzt sich unsere Me- 
thode rechentechnisch ausschlieBlich aus Additionen und Multiplikationen von 
Matrizen zusammen. 

Um den Reduktionsvorgang nicht durch rechentechnische Einzelheiten 
unterbrechen zu miissen, stellen wir im Abschnitt | die spater gebrauchten 
matrizentheoretischen Hilfsmittel zusammen. 

Abschnitt II bringt die Ahnlichkeitstransformation einer allgemeinen 
Matrix in die direkte Summe von Blécken, welche die zu den einzelnen 
‘Eigenwerten gehdrenden rechts- und linksseitigen invarianten Unterrdume 
reprasentieren. 

Abschnitt IIIf enthalt die explizite Transformation einer nichtderogatori- 
schen nilpotenten Matrix auf die Jordansche Normalform. 

Im Abschnitt IV wird die allgemeine derogatorische nilpotente Matrix 
auf die direkte Summe von Jordanschen Blécken reduziert. 

Im Abschnitt V wird endlich die rechentechnische Einfachheit der Me- 
thode an einem einfachen Beispiele gezeigt. 


I 


1. Verschiedene Formen von dreifachen Matrizenprodukten. In 
dieser Arbeit werden 6fters die folgenden partitionierten Formen von drei- 
fachen Matrizenprodukten vorkommen: 

1. Linker Faktor nach Zeilengruppen, rechter Faktor nach Spaltengrup- 
pen konformabel partitioniert, mittlerer Faktor nicht partitioniert: 

- V; —s 
(1) WAU=|-- Vs 


pres 


A U; Us Ue = [ViAU Ji, ;=1,2 .m)* 
eV ecae Dis 


Diese Form des Produktes besteht also aus m® Blécken. 
1’. Spezieller Fall: Linker Faktor nach Zeilen, rechter Faktor nach Spal- 
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ten partitioniert : 


Vi vViAw viAus ... ViAU, 
Vs , ’ , , 
j 2 viAu, viAuw ... vsAu, 
iy VAU=)| . IAlu,t:,....uJ=—| "1°": pits 
Vi v, Au, v, Aus... vViAu, 


In diesem Falle besteht das Produkt aus n? Skalaren (Blocken erster 
Ordnung). 


2. Linker Faktor nach Spaltengruppen, rechter Faktor nach Zeilengrup- 
pen, mittlerer Faktor konformabel in Blécke partitioniert : 


An; i Ain Vie l m 
ae sk. shee ad (eal Oba otis —— eo = Un AxuVi . 
An ' ' Ain V3, io aa 


2’. Spezieller Fall: Werden der linke Faktor und der rechte Faktor sym - 
metrisch partitioniert und ist der mittlere Faktor eine konformable diagonale 
Hypermatrix, so erhalt man 


oe rit rer poled I Vi & 

1) | Um | = 2, Ur Arn Vir. 
(4) U U S UpAs Vv: 

7 ! 0 SRA cae ont V é 7 7 oa : z 


2”. Wird U nach Spalten, V’ nach Zeilen partitioniert und ist A=<a,> 
eine Diagonalmatrix, so ergibt sich 


(3) [v : U, 


a0.) Vv; 
Oa o Vv; : 4 
UAV’ = [u,, un, ..., U, . ct > WAVE 
7 : k= 
Deon Live 


2. Basische Faktorisation von Matrizen. Die basische Faktorisation 
ist ein besonders geeignetes Hilfsmittel, um den Rang einer (nicht notwendig 
quadratischen) Matrix, sowie ihre Spaltenbasen und Zeilenbasen zu bestim - 
men und darzustellen. Die Grundlage der basischen Faktorisation ist der fol- 
gende Satz: 

Jede Matrix lépt sich — von trivialen Umformungen abgesehen eindeu- 
tig — in zwei Faktoren derartig zerlegen, dap der linke Faktor von links 
invertabel, also eine Spaltenbase, und der rechte Faktor von rechts invertabel, 
folglich eine Zeilenbase ist. 

Sei namlich Rang Ar und 


S=[s1; So, me Srl 


3 
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eine Spaltenbase von 
A= [a1, @2,..., anf. 


Dann ist jede Spalte a, von A linear abhangig von Sj, S2,...,S;, doh. 
@, = $8121 + S222 + °° +S8,Zkr (kK=1, 2,. <2; fe 


[s:, Sole aes s,] Zi. | = S] zu j é 
2 22k 
2rk 2rk 
folglich 
A=[ai, a2, ...,a]=S Zi 419 os ele =S§ Zi | = Z = 
Z21 292... Zon Z3 
rl an Sele pn Z;. 
(5) ; : ; : 
=[S1,$2,...,8,][ zi |] —s1z1+$2z5+---+8,z,. 
Zs 
Z; 


Wir zeigen, da& die Zeilenvektoren zj,z3,...,Z; von Z’ linear unab- 
hangig sind. Waren sie nicht linear unabhangig, so liefe sich einer, z. B. z, 
durch die anderen in der Form 


Zy = @1Zj + @gZ3+ +++ + Gy 1Z7-1 


linear ausdriicken. Setzt man diesen Ausdruck in (5) ein, so wird 


A= 81, 82,...; Sel] Zi = [si+a@iS,,..., $--1+@,-18,] | zi 
Z3 Z3 
£4 os i 
ae 
> On Zh 


Das Bestehen dieser Gleichung wiirde aber bedeuten, dai die Spaltenvekto- | 
ren von A von weniger als r Vektoren (d. h. von S;+ @S,,..., S,-1+@-18,) 
linear abhangig sind. Das ist aber im Widerspruch zur Annahme, daf die 
Matrix A den Rang r besitzt. 

Die Faktorisation (5) ist bei vorgegebener Spalten- (oder Zeilen-)basd 
S eindeutig. Ware namlich 


(Oo) A=SY’ 
eine andere Faktorisation mit demselben linken Faktor S, so folgt aus (5) 
und (5’) 

S(Z’— Y’) = 0, 
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und wegen der linksseitigen Invertierbarkeit von S erhalt man hieraus 
LY % 
.e.-d. 

Aus der Darstellung (5) kann man offenbar unendlich viele erhalten in 
der Form 
(6) A=(ST)(T"Z’), 
wo T eine beliebige nichtsingulare Matrix r-ter Ordnung ist, und es 1aBt 
sich leicht zeigen, da{ in der Gleichung (6) alle Zerlegungen in Basisfakto- 
ren enthalten sind. 

Die hier bewiesene theoretische Méglichkeit der Zerlegung einer Matrix 
in Basisfaktoren kann offenbar erst dann eine praktische Bedeutung gewin- 
nen, wenn ein Faktorisationsalgorithmus angegeben wird, welcher aus ein- 
fachen (mechanisierbaren) Operationen besteht und ausnahmslos funktioniert. 

Der Grundgedanke eines geeigneten Faktorisationsalgorithmus wird 
nahegelegt durch die Multiplikationsrege! fiir partitionierte Matrizen: 


(7) A=SZ'= [si,-:*, SA Pale 


Zy 

Man sieht namlich aus dieser Gleichung, dali die Zerlegung einer Mat- 
rix r-ten Ranges in zwei Basisfaktoren einer Zerlegung in die Summe von r 
Matrizen ersten Ranges (Dyaden) gleichwertig ist. Wenn es also gelingt, eine 
rangvermindernde Operation anzugeben, welche durch Subtraktion einer geeig- 
neten Matrix ersten Ranges den Rang ‘der Ausgangsmatrix um Eins verrin- 
gert, so liefert die Wiederholung dieser Operation die Zerlegung der gege- 
benen Matrix in eine Summe von r Matrizen ersten Ranges, also nach Glei- 
chung (7) gleichzeitig auch die Zerlegung in zwei Basisfaktoren. ~ 
Aus einer vom Verfasser herriihrenden allgemeineren Formel folgt, daf 
_ der Rang einer Matrix A bei der Subtraktion einer Matrix ersten Ranges xy’ 
sich genau dann um Eins verringert, wenn * 

1. der linke Faktor x dem Spaltenraume, der rechte Faktor y’ dem 


Zeilenraume von A angehort, 

2. die zu subtrahierende Matrix ersten Ranges durch einen skalaren 
Faktor derartig normiert ist, daB die Subtraktion einer Projektionsoperation 
- gleichwertig ist. 

jeder Vektor aus dem Spaltenraum von A laft sich aber in der Form 
x = Au, ebenso jeder Vektor aus dem Zeilenraum von A in der Form y’=v’A 
darstellen, und eine leichte Uberlegung liefert den geeigneten skalaren Faktor 


in der Form (v’Au)'.” 
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Die allgemeinste rangvermindernde Operation (welche den Rang um Eins 
verringert) lautet also 
_ AuvA 


(8) " vAu 
wo u und’v bis auf die Einschrankung v’'Au-+0 frei wahlbare Parameter- 
vektoren sind. 

r-malige Wiederholung dieser Operation liefert die Zerlegung einer Matrix 
r-ten Ranges in Basisfaktoren. 

Will man die Anzahl der nodtigen Rechenoperationen mdglichst herab- 
setzen, so hat man die freien Parametervektoren u und v’ geeignet zu wah- 
len. Nun ist es evident, da& sowohl die Vektoren im Zahler als auch der 
Skalar im Nenner von 


? 


AuvA 

vAu 
sich dann am leichtesten berechnen lassen, wenn an Stelle von u und v 
geeignete Einheitsvektoren e; und e; gesetzt werden: 

Ae eA 
©) “eAe, 
Bei dieser Wahl der freien Parametervektoren ist nadmlich Ae; der i-ten Spalte 
von A und eA der j-ten Zeile von A gleich. Der Skalar ej;Ae; ist nichts 
anderes als dasjenige Element von A, welches in der i-ten Zeile und /-ten 
Spalte steht. Solange die Matrix A-£0 ist, besitzt sie immer ein von O ver- 
schiedenes Element a;—ejAe;, also die durch dieses Element ,,erzeugte“ 
Matrix (9) ersten Ranges kann zur Rangerniedrigung verwendet werden. 

Diese Methode enthalt iibrigens den Gau8—Banachiewitzschen trian- 

gularen Faktorisationsalgorithmus als Spezialfall. 


/ 


3. Erganzung eines unvollstandigen Biorthogonalsystems zu 
einem vollstandigen Biorthogonalsystem. Zur Lésung dieser Aufgabe 
wird meistens eine Methode angegeben, welche prinzipiell einfach, rechen- 
technisch aber sehr ungiinstig ist. 

Sind zwei reziproke Systeme 


(10) X1, Xay00 0) Mr UNG. Vi; Vouers, Ve 
von n-dimensionalen Vektoren gegeben, welche den Gleichun;en 
Vix; = 0; Uf = 1, 2, x35 8) 
geniigen, so verlangt die erwahnte Methode zuerst die Berechnung ci:es voll- 
stindigen Lésungssystems X,+1, X,42,...,Xn der r linearen homogenen Glei- 


chungen 
yix=0, yox=0,...,y-x=0 
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und nachher das Invertieren der nichtsingularen Matrix 
[X¥) Xe} se. Xal) 
also insgesamt recht weitlaufige Rechnungen. 

Wir werden hier eine Methode angeben, welche auf bekannten Eigen- 
schaften der Projektoren beruht und nur die basische Faktorisation eines 
Projektors bendtigt. 

Ist das gegebene Biorthogonalsystem 


X= [xi,...,X-], Y’=[yi,...,y]; Y X=—E,, 
dann ist die quadratische Matrix XY’ ein Projektor r-ten Ranges, denn 
(XY’)? = X(Y¥’X)Y’ = XY’. 
Dann ist aber E,—XY’ auch ein Projektor, und zwar vom Range n—r, 
laQt sich also folgendermaBen in basische Faktoren zerlegen : 


mi). FE, XY' = XY = [xniss-., Xe] | 
Yn 
und aus der charakteristischen Eigenschaft der Projektoren folgt 
Poke Bae. 


Wir behaupten, daB durch die Vektoren (11) das gegebene Vektorsystem 
(10) zu einem vollstandigen Biorthogonalsystem 
b IE SE. Ce. NS 8 eS 


LPC A a eee 
erganzt wird. Aus den Gleichungen 
XY’ [E.— XY]= XY’XY’=0, 
[E.—XY’]XY’ = XY’XY=0 
folgt nimlich wegen der linksseitigen Invertierbarkeit von X,X und der 


rechtsseitigen Invertierbarkeit von Y’, Y 


YyX=0 und Y’X=0, 
also 


“ry [X, X] [YX YX are 
lel lex exi—lo e..) 
E). e. d. 
Wie man sieht, hat man bei dieser Methode nur Multiplikationen und 
Additionen von Matrizen auszufiihren. 
. Will man ein unvollstandiges Orthogonalsystem von n-dimensionalen 


Vektoren 
X =x, Xe,-.+, Xr] (r<n, X X=E,) 
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zu einem vollstandigen Orthogonalsystem erganzen, so braucht man den 
symmetrischen Projektor E,—XX’ n—r-ten Ranges in zwei symmetrische 
Basisfaktoren zerlegen, d. h. 


E,—XX'= XX’ = [x15 2. -, Xn Ey ; 
Eine solche Zerlegung ist wegen dem positiven semidefiniten, Charakter von 
E,— XX’ immer moglich und dann bilden die Vektoren 
Ky pickelas KP EK et pee ale hae 
offenbar ein vollstandiges Orthogonalsystem. 
4. Einige Hilfssatze iiber Projektoren. Wenn die quadratischen 


Matrizen n-ter Ordnung 


Pi, Passes Pa (m=n) 
die Relationen 


(12) P; P20) for ies 
und 
(13) P,+P.2+---+P,,=E, 


befriedigen, dann gelten folgende Satze : 
1. Jede der Matrizen P; ((=1, 2,..., m) ist ein Projektor. 


2. Die Summe der Rangzahlen dieser Projektoren ist gleich ihrer ge- 
meinsamen Ordnungszahl : 


p> o(P;) =n. 
3. Werden diese Projektoren in Basisfaktoren zerlegt: 
P;=UiVi, o(Pi)— ei, 


wo also U; aus 9; linear unabhangigen Spalten, V{ aus 9; linear unabhangi- 
gen Zeilen besteht, so ist 


(14) > Pi= > UVi=[U1; Us, ..., Un] [Vi ] =En, 
‘=1 ‘=1 V3 
Vi, 
folglich 


ViU;=0 fir i-j, ViU:—E,, (i, j= 1, 2,..«, mn 
ad 1. Es ist nach (13) 
P, = P,E—P, > P; = Pi, 


also die Matrizen P,, erfiillen die Definitionsgleichung der Projektoren. 


—— 
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ad. 2. Aus (13) folgt j 
> o(P;) = > o:=n. 
Aus den Relationen (12) folgt weiterhin 
und 
P;—P;= U.(E,,— V:U;) V: = 0, 
be 
V:U:=—E,, (pees 20%, m). 
Hieraus entnimmt man unmittelbar, daf die Spalten von [U7,U3, <2., Un] 
linear unabhangig sind. Im entgegengesetzten Falle gabe es namlich einen 
_ Vektor [xi, X3,..., Xm]’¢0, welcher die Gleichung 


[U;, UsAIT U,,] Xi =U,x.+ ---+Unxn =0 


Xg 
Xn 
_ befriedigt. Rechtsseitige Multiplikation mit Vi (i= 1,2,...,m) gibt 
Viigo x, =). ; 
Die n-dimensionalen Spaltenvektoren von [U:, Us,...,U,,.] sind also linear 


_unabhangig, dann kann aber die Spaltenanzahl die Dimensionszahl nicht 
iibertreffen : 
: > SN. 


_ Aus den beiden Ungleichungen folgt endlich 
s 


ees 0; = N. 
Analoge Uberlegungen gelten fiir die Zeilen von [Vi 
V3 
Vi 
ad. 3. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Tatsache, daf 
Vi 
V; 
ti Use rel und i 
vy. 


quadratische, nichtsingulare Matrizen n-ter Ordnung sind. Dann gilt aber 


~ auch die Gleichung 


Vi | [Ui, Us, ..., Un] 
Ve | =Ey, 

Vin | 
welche mit den zu beweisenden Gleichungen (14) aquivalent ist. 
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Zur Konstruktion von Matrizen, welche den Gleichungen geniigen, wur- 
den seit SYLVESTER von zahlreichen Autoren die Lagrange—Hermiteschen 
Interpolationspolynome herangezogen. Wir werden zeigen, da die Anwen- 
dung dieser Interpolationspolynome — auBer den schon friiher erkannten 
Vorteilen — ein geeignetes Hilfsmittel fiir die Konstruktion derjenigen Trans- 
formationsmatrix liefert, welche die Zerlegung des ganzen Vektorraumes in 
die zu den einzelnen Eigenwerten gehdrenden rechtsseitigen und linksseitigen 
invarianten Unterrdume gestattet. 

Es sei jetzt 

gp (x) = (x — Xx)" (x— Xp)... (X—Xm)"™ = 0 
eine Gleichung, welche durch A befriedigt wird, sei also g(A)—0O. (x) 
kann z. B. dem Minimalpolynom, oder dem charakteristischen Polynom von 
A gleichgesetzt werden. 

Man konstruiere nun diejenigen Hermiteschen Interpolationspolynome 
H.(x), welche die Bedingungen erfiillen: 


(15) 1. H,(x) ist héchstens vom Grade Se@,—1. 
a6) a Hi(xx)=1, HO(x)=0 («=1,2,...,¢c—1), 
HO (x)=0 fir kl (A=0,1,2,..., e:—1). 


Diese Polynome sind eindeutig bestimmt und erfiillen die folgenden Rela- 
tionen : 
Hi, (x) + Ho(x) + Pe + Hy (x)= 1; 
Hi,.(x) Hi(x)=0 mod g(x) fir kK#l. 


Die Differenz 1— > Hi(2) ist namlich ein Polynom von héchstens Sa@,—1- 
k= 


tem Grade, welches in x, eine @,-fache Nullstelle,..., in x, eine @,-fache 
Nullstelle hat, folglich verschwindet es identisch. 
Aus den Bedingungen (16) folgt weiterhin, daB im Falle k/ H,(x) 


- 
durch meee und HAi(x) durch ae teilbar ist. Infolgedessen ist 
mL ~T™ AK 


é 
H,,(x) Hi(x) durch ae ae xt’ also a fortiori durch (x) teilbar. Q. e. d. 
; — Xk =} 


Wird jetzt in diesen Skalaridentitéten an Stelle von x die Matrix A 
(fiir welche g(A)—0 ist) gesetzt, so ergibt sich 


H(A) + (A) + +++ + H(A) = E, (H.(A)Hi(A)=0 fiir k#/l). 
Ein Vergleich mit (12)—(13) zeigt, daB die interpolatorischen Matrix- 


polynome H,(A), H,(A),..., Hm(A) Projektoren sind, fiir welche die in diesem 
Abschnitt abgeleiteten Hilfssatze 1, 2, 3 giiltig sind. 
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II. Ahnlichkeitstransformation einer quadratischen Matrix 
in eine diagonale Hypermatrix 


Sei A eine quadratische Matrix n-ter Ordnung und sei 
(1) | A—AE| = 9(4) = (€—1,)"(A—1,)™ «(An )™ 
(@,+a@,+++++a@,—=n) 
ihr charakteristisches Polynom, 
(2) w(d) = (4—A,)(A—2)* ... Aan)" (ISB SH) 


ihr Minimalpolynom. 

Wir bilden mit dem im Abschnitt | beschriebenen Verfahren die Her- 
miteschen Interpolationspolynome 

H,(4), H(A), ..., Hm (A), 
welche héchstens den Grad +%,—1 haben und die Bedingungen 
Hy? (a) — Oxi Oon 

erfiillen. 

Wir haben schon gezeigt, daB die Matrixpolynome 

oe = H(A), we = H(A), oe zP; = H,, (A) 


Projektoren sind, welche die Relationen 


(3) P;P;=0 fir i4#/ 
und 

(4) P,+P,-+---+Pn=E, 
befriedigen. 


Nach der Definition der Polynome H;,(A) ist 
(A—A,)** Hy (2) =0 — mod w(d), 
also 
(5) (A—A,E)** H.(A) = (A—A, E)*P; = 0. 

Aus der ahnlich-triangularen Form von A folgt unmittelbar, daf der 
Rang von (A—A,E)*# nicht kleiner als n—e, sein kann. Dann folgt aber 
aus dem Sylvesterschen Nullitétssatze, daS der Rang von H,(A)=P, nicht 
gréBer als a sein kann: 

(6) (Px) Sa. 
Es ist andererseits . 


(7) 2 o(P,) = o(E)=2= a x, 
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und die beiden Ungleichungen (6)—(7) kénnen nur dann gleichzeitig beste- 
hen, wenn 
(8) o(P,.) = a fiir tid oe ree ff) 
Wir haben also bewiesen, dai 
Der Rang des zum Eigenwert 4, gehérigen Projektors P;, ist gleich der 
Multiplizitdt a, des Eigenwertes 4, . 
Das bedeutet aber, daB die bei der Faktorisation 
| P;, = U; Vi. 
entstehende Spaltenbase U; sowie die Zeilenbase Vi aus @ linear unabhan- 
gigen Vektoren bestehen. Wegen der in 3 (Abschnitt I) bewiesenen Biortho- 
gonalitat gilt weiterhin 
(9) ViUi. = Ea, . 
Schreibt man die Projektoren in der Gleichung (3) in faktorisierter 
Gestalt : 
P;P;=U:ViUjV;=0 (+), 
so erhalt man wegen der linksseitigen Invertabilitaét von U; und der rechts- 
seitigen Invertabilitat von V; 


(10) VU; =0 fir i#j. 


Aus den Gleichungen (9) und (10) folgt nun, da die in partitionierter 
Form geschriebenen quadratischen Matrizen n-ter Ordnung 


Vi 
souls 
V = ; und U=([U:, Use ae U,,.] 
V;, 
die Inverse von einander, folglich nichtsingular sind. 
Die Grundlage unserer weiteren Uberlegungen ist die Gleichung 


m m 


(11) A= DUP. +> (A—A&E)Px, 
pe | heal 


welche eine triviale Folge der Gleichung (4) ist. 

Multiplikation mit P;—= H(A) ergibt (mit Riicksicht auf die Definitions- 
gleichung der Projektoren und auf die Kommutativitét aller vorkommenden 
quadratischen Matrizen) 


(12) AP;=4,P.+ (A—A.E)P; =4,P;-+(A—A:E)P? = 4;P;+P;(A—A,E)P;, 


also 
AU.Vi = 4.U;Vi+ U;Vi(A—A;E) UV; 
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5 oder, wegen der rechtsseitigen Invertabilitét von Vi, 
(13) AU; = Ui {4,E., + Vi(A—A:E)U;} 


Diese Gleichung bedeutet, daB die Spalten von U; eine Base des zum 
Eigenwert 4; gehdrigen «,-dimensionalen, rechtsseitigen invarianten Unter- 
raumes bilden. 

Die zu (13) analoge Gleichung 


VjA = {4,E., + Vj(A—A;E) U3} V; 


(14) aj 


zeigt, daB die Zeilen von V; eine Base des zum Eigenwert 4; gehdrigen «;- 
dimensionalen, linksseitigen invarianten Unterraumes bilden. 
Wird endlich die Matrix A mit Hilfe der reziproken Matrizen V’ und U 
der Ahnlichkeitstransformation 
Vi 
V'AU = Me Rese Ual—(ViAU) “(C,/=1, 2,..7,m) 
Vid 
unterworfen, so erhalt man unter Beriicksichtigung der Gleichung 


A= S Ui {4 Eo, + Vi(A—A:E)U}V: 
und der Biorthogonalititsrelationen (9)—(10) 


15 
eda Ew tia, BU 0 Ae 0 


0 : ) sere “AnEs, +Vi,(A—4,E)U 
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Die gegebene Matrix A ist also auf eine diagonale Hypermatrix redu- 
ziert, deren einzelne Blécke sich additive aus der idempotenten Komponente 
fES und aus der nilpotenten Komponente V;(A—A;E)U; zusammensetzen. 
DaS die quadratische Matrix @-ter Ordnung 

V;(A—A,E)U; 
nilpotent ist,.und zwar mit dem Index §;, erkennt man aus den Umformungen 
{Vi(A—,E)U;}" = Vi(A—A,E)U; Vi(A—A;E)U; eee Vi(A—A;E)U; =a 
Sek ene ee — 


—Vi(A—/,E)P(A—AE)P ... (A—A:E)U;, 
also wegen der Vertauschbarkeit der mittleren Faktoren 
= V:(A—A;E)*'H,(A) U; = 0, 
wie ein Vergleich mit der Gleichung (5) zeigt. 
Sind alle 6,—1, hat also die Minimalgleichung von A lauter einfache 
Wurzeln, so wird 
(A—A, E) H;.(A) =0 (k=1,2, ..., m), 


und die Zerlegung (11) enthalt nur idempotente Komponenten : 


A= »> AP, 
=a 


wahrend die Gleichungen (14)—(15) sich auf 
AU; =4.Ui, Vi d= Vid. 


reduzieren. Alle Vektoren von U; sind also rechtsseitige Eigenvektoren und 
alle Vektoren von Vj, sind linksseitige Eigenvektoren, welche zum Eigenwert 
A, gehoren. 

In diesem Falle bringt die Ahnlichkeitstransformation V’AU die Matrix 
A auf die endgiiltige Diagonalform: 


HEL APY 0.4) 0 

07 Bot ac 
VAU — ml =|. ap 434 

0 0 | Am E 
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Ill. Ahnlichkeitstransformation einer nichtderogatorischen nilpotenten 
Matrix auf die Jordansche Normalform 


Sei N eine nichtderogatorische nilpotente Matrix von der Ordnung « 
Dann ist ihr Index gleichfalls @, d. h. 


(1) N’'0, N*=O. 
Wir wollen zuerst ein Biorthogonalsystem von rechtsseitigen und links- 


seitigen Hauptvektoren der Matrix N bestimmen. Zu diesem Zwecke berech- 
nen wir zuerst zwei Vektoren x,y’, welche den Gleichungen 


(2) y x=y Nx=y'Nx=.--=y’N*°x=0 
und 

(3) y'N°'x=1 

geniigen. 


Nach Voraussetzung ist N* ' +0, also gibt es zwei Vektoren z und y’, 

fiir welche 
y N*'z=1 

ist. (Man kann z. B. irgendein nichtverschwindendes Element e;Ne; von N 
derartig normieren, da® die Gleichung (3) erfiillt ist.) 

Um die Gleichungen (2) zu lésen, machen wir folgenden Ansatz : 

x=(E+c.N+coN +--+ +0a-1N*')z. 
x befriedigt bei jeder Wahl der Koeffizienten c, die Gleichung y’N“ 'x = 1. 
Die Gleichung y’N* x —0 verlangt, dab 
y (N° °+¢,N*')z=0, dh. c:=—y’N*~z; 

die Gleichung y’N* °x —0 verlangt, daB 

y (N**+c,N*~ +c.N*’)z=0, d.h. co—=—c,y’'N* ~z—y’'N* *z. 
Ahnlich fortfahrend kann man rekursive samtliche Koeffizienten c;,¢2,..., Ca-: 


berechnen. 
Offenbar sind jetzt : 
XINX IN x" .,N xX, 
y,yN,y'N,..., VN" | 
Hauptvektoren von N. Diese’ beiden Hauptvektorsysteme sind aber — in 
entsprechender Reihenfolge geschrieben — die Reziproke von einander. Es 
besteht namlich die Gleichung | 
y’N*' | [x, Nx,...,N*'x] [y’N"'x y'N"x Hey Ne, 1X 
‘NS NE OxYIN xo ceaty No ox 
a aie | SAS ROM de icee yore po Ee 


y’ VX SOY INK acy Nos 
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Die Hauptdiagonalelemente sind namlich nach Gleichung (3) gleich 1, alle 
Elemente unterhalb der Hauptdiagonale verschwinden wegen der Gleichun- 
gen (2) und alle Elemente oberhalb der Hauptdiagonale verschwinden we- 
gen (1). 
Die Ahnlichkeitstransformation 

y'N7""] N[x, Nx; ...,N?? xt) [yON"x@ y No x gy Noes 

y N** yN*oxiy/N°x0G wyiNe@ ox 
(5) "| iwdvesdad ogi. aaecteeeeees 
y’ yNx yNx ... yN*x 
reduziert aber die nilpotente Matrix N sofort auf die Jordansche Normal- 
form. Die explizite Form [y’N*” ‘x] des dreifachen Matrizenproduktes (5) 
unterscheidet sich namlich von der Produktmatrix in (4) nur darin, dafi alle 
Exponenten in dem mittleren Faktor der Skalarelemente um 1 gréBer ge- 
worden sind. Alle Elemente des Produktes verschwinden also bis auf die- 
jenige, welche unmittelbar unter der Hauptdiagonale stehen, und diese sind 
gleich 1. 

Wenn man, wie iiblich, die Ahnlichkeitstransformation als Koordinaten- 
transformation interpretiert, so kénnen wir auch sagen: In einem Koordinaten- 
system, welches die biorthogonalisierten rechtsseitigen und_linksseitigen 
Hauptvektoren einer nilpotenten Matrix zu Grundvektoren besitzt, hat diese 
Matrix die Jordansche Normalform. 


IV. Ahnlichkeitstransformation einer derogatorischen nilpotenten 
Matrix auf eine direkte Summe von Jordanschen Blécken 


Ist die gegebene nilpotente Matrix derogatorisch, ist also ihr Index ¢ klei- 
ner als ihre Ordnung @, so laBt sich zunachst mit den im vorigen Abschnitt 
beschriebenen Verfahren nur ein solches Biorthogonalsystem von Hauptvek- 
toren bestimmen, welches aus 6 Spaltenvektoren und @ Zeilenvektoren besteht: 


(1) [x, Nx, ...,°N*-? x} unde v 
y'N 


yn 
Um jetzt die Matrix N in einem Schritte auf die direkte Summe eines 
Jordanschen Blockes von der Ordnung und einer anderen nilpotenten Mat- 
rix N, von der Ordnung e—f zu reduzieren, werden wir zuerst das unvoll-_ 
standige Biorthogonalsystem (1) der Hauptvektoren nach dem in Abschnitt I. 3 
beschriebenen Verfahren zu einem vollsténdigen Biorthogonalsystem erganzen. 
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“J 


Zu diesem Zwecke bilden wir zuerst den Projektor 
(2) [x, Nx, veey N* x] y NP — xy Ne= +Nxy’N@?+ ae +N? xy’ 


y N°? 
. ; ai 

und zerlegen wir den komplementaren Projektor 

(3) E..— xy’ N*-!—_Nxy’N??—... NP xy’ 

in Basisfaktoren: 

(4) [Xe+1, XiQ, 0-05 Xa] Ys+1 

Yp+2 

, aie: Ya 

Dann bilden die beiden Vektorsysteme 

(5) ee NOX Kaisa Xo), 11nd y N?! 
You 
Yi 


ein vollstandiges Biorthogonalsystem fiir die beiden Vektorraume von N. 
Wird nun mit Hilfe dieses Biorthogonalsystems eine Ahnlichkeitstrans- 
formation auf die Matrix N ausgeiibt, so ergibt sich 


INP WN, . 21 NEDEX, XeGa5 . 4.Xe] 


. 
/ 


: — 
Yeu = 
| alle 
(6) 07h. 0: “ 
: ies 0 
YpuN Xp41 sie yeuNXa 7 Oe: 
0 c : : 
‘ VoNXsu1 aoe YaN Xe 


Die Elemente des Produktes in dem oberen rechten und in dem unteren lin- 
ken Block verschwinden infolge der Biorthogonalitatsrelationen, wahrend die 
Elemente des rechten unteren Blockes die Bee Form y,Nx, (u, v=6+1, 
8+ 2,...,@) erhalten. 


4 Acta Mathematica X/1—2 


—_—-- 
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Die Ordnung des neuen Diagonalblockes N; ist ¢—« und sein Index 
ist offenbar nicht grdfer als /. 

Die Iteration des hier angegebenen Verfahrens reduziert endlich die 
gegebene derogatorische Matrix N in eine direkte Summe von Jordanschen 
Blécken. 

Die Anzahl der Jordanschen Blicke sowie ihre Ordnungszahlen kann 
man bekanntlich auch unabhadngig von der Reduktion mit Hilfe der Weyr- 
schen Charakteristiken bestimmen. 


V. Zwei Beispiele 


Wir wollen das oben beschriebene Verfahren an zwei Beispielen illu- 
strieren, welche aus dem erwahnten Buche von GANTMACHER [9] enthommen 
sind. . 
BEISPIEL I. Nichtderogatorische Matrix vierter Ordnung, deren Minimal- 
gleichung zwei Doppelwurzeln hat: 


Sasa 2h oe 
2 —3 —2 —4 
(1) iad Paes Cth wd E 
1 2—1—3 
Die charakteristische Gleichung von A ist 
(2) JAE—A|=(@—1P 4+ 1) =0, 


und man tiberzeugt sich leicht, daf die Minimalgleichung von A mit der 
charakteristischen Gleichung (2) identisch ist. 

Nach Abschnitt II bildet man zuerst die folgenden Hermiteschen Inter- 
polationspolynome : 


ery | 
H,(x) = git at 

A,(1)=1, Hi(1) = Mi(—1) = Hi (—1) = 9, 
HG) ee 


Ha(—1) = 1, Hé(—1) = Ha(1) = Hi (1) =0. 


Wird an Stelle von x die gegebene Matrix A gesetzt, so erhalt man die 
folgenden Projektoren: 


DEO p28 0 

2E+3A—A® |0 2 0 — 

Pre hee io —1 0 
OMe Oar 
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und 
Saive LONER 0 
2E—3A+A° jet pe 2 
ie 24. \ Lane 
«eae 4 23 ae 
ji 0 2 


Die Relationen (3)—(4) (Abschnitt II) sind offenbar erfiillt, und beide 
Projektoren erweisen sich bei der basischen Faktorisation als Matrizen zwei- 
ten Ranges. Es ergibt sich namlich 


2\({1 0 —1 0] [0][0 1 0 —]] eal O =—1 H 
Sy 2 0 22408 1 O —1 
| To ay a See) 
a0) P| OL 1 
und 
1][—1020] [fo]fo—102] [1 of|—1 ot 
0 1 is | 0 —1 0 2 
a To AR Tat) =a taNs 
0 1 O°) 
und man verifiziert, daB 
ViU; = 0;;E2 (i, j= 1, 2) 
ist. Die quadratischen Matrizen vierter Ordnung 
haan od i [tame ee. RAS 
Sag aie Sa | et 6 1 0 —1 
Same AAS foe Gye yy tune v-[\- Ae FD 
O15 0 Ol 0 —!1 0 2 


sind also die Inversen von einander. 
Die Ahnlichkeitstransformation V'AU muB also die gegebene Matrix A 
auf die direkte Summe von zwei Blécken zweiter Ordnung reduzieren. Man 


erhadlt in der Tat 


ioe PR she li ot, es 212. 0-1. OO 

Of eeile Oo esrt | gees S22 4] [00-2 20 
| ewe elses 23. 21.4 0 1.0 
Eat Mair Oh ie wre alaie—Ol Oval O19 

(3) PO Paie es 0 ileat0e 1 40 ges Oe 
fob (ein lint Or, 2aOunl iat Slagle) a0 

es lied la Ove? | ili Owe, OO] hhocO Pale 7" 
Peo G) SOPs ers 04 Da 103 st 
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Der linke obere Block hat schon die (zufallige) Jordansche Normalform, 
der rechte untere Block wird durch die weitere Ahnlichkeitstransformation 


P alPo all =F al 


4 


auf die Normalform reduziert. 


BEISPIEL II. Derogatorische nilpotente Matrix vierter Ordnung, deren — 
Minimalgleichung die dreifache Wurzel O besitzt: 
2 —1 1 l 
—J 4 —5 4 
8 —-4 4-—4 
15 —10 11 —10 
Durch Potenzieren erhalt man 


(4) N= 


00S OC POPP Oz ate if 
a) Withee r14 1] 
>) N=). an ibisades Ob oleeO 
— oe 1 i = 
(6) N*=—0. 


Damit haben wir gleichzeitig verifiziert, dai w(4)=/* das Minimalpolynom 
von N ist. 
Bei der Anwendung der im Abschnitt IV angegebenen Methode muf- 
man zuerst zwei Vektoren y’ und z finden, fiir welche y’N°z—1 ausfallt. 
Man findet am einfachsten solche Vektoren, wenn man die basischey 
Faktorisation von N° in (5) benutzt. Wahlt man z. B. 


' 


0 | 
y=(0100), z= : ; 
0 
so ist in der Tat 7 
0 0 
Faye 1 0 
y Nz=—[(0 100] 0 {2 —1 1 —1] 1 aot 
— 0 
Jetzt miissen wir einen Vektor x finden, welcher den Gleichungen 
(7) yN’x=1, y’Nx=0, y’x=0 


geniigt. Wird x in der Form 
(8) . x = (E+c¢,N+c,N’)z 
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_ angesetzt, so ergibt sich aus (7) (mit Riicksicht auf (6)) 


y Nx=y’(N-+c,N*)z—0, 
¢ =—yNz=—5, 
und aus 
y x—y (E+c,N+c.N*)z—0 
erhalt man 
C= —¢,(y'Nz)—(y’z). 
Der gesuchte Vektor x ist also 
] 
0 
x = (E+ 5N—25N’)z= 1 
30 


Bildet man jetzt mit den beiden Vektoren x und y’ das unvollstandige 
Biorthogonalsystem 


y’N? 2 —1 ee 
5s =|—3 4 —5 4], 
(9) y OrearinagT. ¢ 
<p NXwNE KS 1 od inl Oi, 
0 0 1 
A | 0 
30 6 —!1 


so kann man dieses zu einem vollstandigen Biorthogonalsystem erganzen, 
indem man nach der Anweisung im Abschnitt IV den Projektor ersten Ranges 


E,—[x, Nx, N’x] | y’N° aaa iar Oni 
yN |= De On050 
y —30 5 0 5 
—42 7 0 7 
bildet. 
Basische Faktorisation dieses Projektors 

—6 1 0°1 1/([—6 10 ]] 
Oh U0. 2G 0 ers 
—30 5 0 5| |5 wren $f 

—42 7 0 7. 7 


liefert diejenigen Vektoren x, und yi, welche das System (9) zu einem voll- 
standigen Biorthogonalsystem erganzen. Das erganzte Biorthogonalsystem 
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ist also 
—1l 1 1 ent 
‘N a Se 2 aa! Bye 
y Toa? el ae 
Vio | tees Be ee 30:6:—1:7 


—6 1 0 l 


Wird eine Ahnlichkeitstransformation mit diesen Matrizen durchgefiihrt, 
so ergibt sich 


‘N? ] N[x, Nx,N'x,x [0 0 0:0 
fed bluse ON til ori 
a =|0 1 0/0 |=[) 5, 
yi 0 70 Ose U 


Der neu entstandene Block ist schon in der Normalform, also ist die 
Reduktion beedingt. 


(Eingegangen am 1. November 1958.) 
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NOTES ON INTERPOLATION. VI 


(ON THE STABILITY OF THE INTERPOLATION 
ON AN INFINITE INTERVAL) 


By 
E. EGERVARY and P. TURAN (Budapest), members of the Academy 


1. In the previous note’ we considered interpolation processes of the form 


n 


B. 1) BAG) == 2c) 
v=1 

where the fundamental functions r,,,(x) of the process are rational polynomials 
for which with prescribed values x,, (71, 2,..., 1) 

\ 1 l= 
a. 2 vn af — i . ; 
. ) x (Xjn) (@) if yaa 
We defined for a fixed n the degree of the process deg R, by 
a. 3) deg R,, = > degree of r,,(x). 

v1 

in the previous note we investigated processes which are “stable with re- 
spect to the interval —1=x=+1”, i.e. for which for n=—1,2,... we have 
1. 4) Pe Xin les Oo en — |, 


further for —1Sx=+1 and for arbitrary real numbers y, and y3 the 
nequality 
: 5) ain (W—yr) = 2 Vv Tym @—2 Volant x) a ene (Yr—Y>) 


ie. 
holds. The smaller the degree of a stable process is, the more economical 
Ihe process is; we proved that the minimum of the degree in the sense of 
1. 3) of a stable process of the form (1.1) is 2(n—1)’ and equality is attained 
f and only if the points x,, (v=1,2,...,m) are given by 
]= Ei tnt oie Cte See —1 


ind &,,..-, &:-1n are the zeros of the (n—2)'" Legendre polynomial P,-2(x). 
The resulting interpolation process showed, moreover, various advantageous 


1 FE, Ecervary and P. Turan, Notes on interpolation. V, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 
(1958), pp. 259—267. 
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features; e.g. their convergence to a function continuous for —1=xS-+1 is 
uniform in [—1,-+1], whereas that of the analogous polynomials of Fejér,4 
which are stable and of degree n(2n—1), is uniform only for [—1 +e, 1—e]. 
These facts suggest to try to extend the notion of the stability of interpola- 
tion also to the case of an infinite interval; this will be the aim of this note. 


2. The definition (1.5) is obviously not fit to this purpose. Therefore 
we adopt two definitions of the stability, the first for the interval [0,oo], the 
second for the interval [—oo, + oo]. 


DEFINITION I. The interpolation process (1.1) is called stable with re- 
spect to the interval [0, ©) (and the weight function e*) if for n=1,2,... 


(2,1) O=Xin<Xan< °° SXnn; 

further for arbitrary real y, and y; with y,=y$ (v=—1,2,...,) the in- 
equality 

2.2) 05e(Syrm—D yorm(a)) S max (yp ys) em 

holds for x=03 


DEFINITION II. The interpolation process (1.1) is called stable with re- 
spect to the interval (—oo, + oo) (and the weight function e~) if for n= 1,2,... 


(2 3) Xin < Xan < bag oS <Xnn, 
further for arbitrary real y, and y} with y,=yt (v—1,2,..., 2) the inequality 


(2. 4) Oxe* & Velen (x)— Vir co] === pee (Yr—Y>) e-79n 


grery 


holds on the real axis. 


3. With these notions of the stability we are going to prove the follow- 
ing two theorems: 


THEOREM I. The minimal degree in the sense of (1.3) of an interpola- 
tion process (1.1), stable in the sense (2. 1)—(2. 2), is (n—1)(2n—1); equal- 
ity holds if and only if for n=2,3,... we have xX;,=0 and for 2Sjsn 
Xin = 0j,n-1 Where these numbers @;,n-1 are the zeros of the (n—1)* La- 
guerre polynomial 


ee 
14 x)= err n-1\(n-1) 
t 1( ) (n—1)! ( x ) : 
° L. Feyér, Uber Interpolation, Gott. Nachr., (1916), pp. 1—26. 
3 As Mr. J. Batazs remarked, one cannot replace 0 in the definition by min (y,—y*)e “7 
= 


as the example Vy=e"mm, y* =0 (»=1,2,..., n) showsat once. Analogous remark holds 
for Definition II. 
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The “most economical” process is given in this case by 


(3. 1) R, x)def Le (xy + Ler x | es Loring (X) : 
| (oe yi) Ps) ae PE Gal a 


THEOREM II. The minimal degree in the sense of (1.3) of an interpola- 
_tion process (1.1), stable in the sense (2.3)—(2.4), is n(2n—2); equality 
holds if and only if for n=1,2,... we have 


Xu = Niu Cf 12, Gin gill) 
_ where these numbers nj, are the zeros of the n‘* Hermite polynomial 
Ai, (x) = (—1)"e"(e-™)™, 
The “most economical” process is given in this case by 
= n TAX) . \2 
R(x)ig | . 
() a A (jn) (X — Njn) 


4. As by-product we found in the previous paper of this series a very 
simple identity which puts into evidence the classical inequality 


Pcie taxe te m= 0, Ua) 


"where P(x) stands for'the m‘* Legendre polynomial with the normalization 
_ P»(1) = 1. Using appropriately the interpolation process R,,(x), one can derive 
a very simple proof of SZEG6’s inequality 

\Ln-1 (x)| = e2, 


valid for x=O and n=1,2,.... This follows, namely, from the lemma which 
Sasserts that for x=0, n=—2,3,... we have 


: x Lae (x) i 
A 1( ) * os j Oj,n-1 Li-1 (Qj,n-1) (X— 0), aA) 


at once. 

: To the question of convergence of the interpolation processes R,.(x), 
_R,(x) we shall return in another note. 

: 5. Next we turn to the proof of Theorem |. Let ‘n be fixed; then there 
will be no misunderstanding denoting the polynomials rin(x) by r(x) and 
“the fundamental points Xin by x.. Let & be an integer with 1=k=n and. 
we apply (2. 2) with 
| I f ==K, 


y= 0 for ee (LSyfen) 


| and ys =0 for j=1,2,...,2. This gives at once for k—1,2,...,1 and 


——-- - - 
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x= 0 the inequality 
(5. 1) 0sSe1*4 (x) SS! 
Sup pose first that we have not only (2.1), but also 
(5. 2) O0<X1<Xe< 02+ <Xn.. 
Then (1.2) and (5.1) give for j,k 
(5. 3) Ti (Xj) = 1(%)) = 0. 
Further (1.2) gives 

(7 -* rk (X) )r=2,= 1 
and thus from (5. 1) 

(e771. (X) )r=2, = 0. 
This gives 

ri (Xx) —Te (Xx) = 0, 
1.6.21roms (122) for K== 12. agit 
(5. 4) 1—n 64) = re(%)- 
With the notation 


a (x—x) = 0(x) 


(5. 3) means that for K—1,2,...,n r(x) is divisible by ea) Hence 
deg Ry =n(2n—2)>(n—1)(2n—1), 

i.e. we may suppose 

(5. 5) O== xX, < XPS ts Ke. 


Repeating for this case the previous reasoning we get for 2<k=n and 
2sj/~#ksn 


(5. 6) T(%) = rk) = 0, 

further 

(5. 7) (rx (0) = )re(%1) = 0 
and 

(5. 8) Ti (Xx) = re(Xx) = 1, 
further 

(5. 9) (7,(0) =) 7.0%) = 1 

and for: j= 253, dia,f 

(5. 10) r(x) = 74, (x;) =0. 

Introducing 


I (x—x) = 0"(x), 
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hese mean that r,(x) is divisible by o*(x)? and for k=2 r(x) by (2 cle 
x—x,J’ 
lence 


deg R, =(2n—2)-+ (n—1) (2n—3) =(n—1)(2n—1) 
and equality holds only if 
5. 11) r@y=(32) 
merrier: k= 2-3). 35,0 


5. 12 a” (x) | 
5. 12) Lier ea ea eae 
where in the last case also 
p..13) ir) == 1 
must be fulfilled. This means from (5.12) that for k= 2,3,...,n we have 
sen w*” (xXx) 
o*’ (Xx) ’ 
Be. 


x, 0°” (xx) + 1 — x) 0" (xx) = 0. 
But this gives that with a suitable constant C 
xo*”’ (x) + (1 —x) 0" (x) + Cow* (x) =0 

rom which with a numerical C, 

wo” (X) ==, C, Le (X) 
ollows. Hence to 

deg R,, = (n—1)(2n—1) 

at a stable interpolation it is necessary that with the normalization 
5. 14) Le-1(0) == 1 
ve should have 


R(x) = Ru (x) = abn C+ Dy, ae =i? aC a Al ss yi). 
9. 15) . = ~ 


6. We have to show that the interpolation process (5.15) is stable, 
ndeed, in the sense (2. 1)—(2. 2). This will be an easy consequence of 


LEMMA I. We have for x20 


IIV 


‘ 2 
ee | a ee ae 
U(x)set (4 Ve (0 Pr ; | hes 1(0;, n iA Qj,n 1) 


Oj,n-1 
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Proor. We shall write instead of @jn-1 simply @;. From (5.14) we 
evidently have 


(6. 1) U(0)=0 
and for K=="2,5, eeern 
(6. 2) U(ex) = 0. 
Further for k—2, 3,...,m we have 
] Li-1 (0x) qo a6 a Liv-1(@x) {__ 0 


= eck 


(6.3) U' (ex) =e —e* 


Lon ' Lia(er) Op En AGn) ae 
owing to the differential equation of L»-1(x). Hence U(x) has at least 2n—1 
non-negative zeros at xO and at x =o, (kK=2,...,n). If for an @>0 
we had 
U(a) <0, 
then owing to U(+.0c)>0 U(x) had at least one more positive zero. Then, 
according to Rolle’s theorem, U“"” (x) would have at least one positive zero ; 
this is a contradiction to the fact that from the definition of U(x) it evidently 
follows 
Ue" (x) =e" >0. 

Thus the lemma is proved. 

From Lemma | the stability of R,(x) in the sense (2. 1)—(2. 2) follows 
at once. The assertion of Lemma I can namely be written also in the form 


rn 


(6. 4) >, 0% *7;(x) = 1, 
j=l 


valid for x=0. Since the fundamental functions 7;(x) are for x20 obviously 
non-negative and we have for real y; and y; 


eo 9F (x) 


\ 


e*| Drs@—D wie) {=X} Meo 
= = j= 


the proof of Theorem I is completed using (6. 4).* 


7. The proof of Theorem II runs similarly and therefore it is enough 
to sketch it. As in (5. 1), it follows for real values x and k=1,2,...,a the 
inequality 


(7.1) O<n (xe! <1. 


’ 


* From our analysis it follows that for all real y,, and y* (i.e. not requiring y,=y)) 
the inequality 


e-=! >’ y,7,(X)— > y37,0)| < max |Yy—Yp| ey 
==] i | 
holds for x=0. 
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‘Hence again for ,“~ k we have 
(7.2) r(x) = rh(x)) =0, 
1.e. r(x) is for k= 1, 2,...,n divisible by (2) if again Tea 
= (x). Hence F a 
deg R, =n(2n—2), 


‘equality holds only if for k—1,2,..., n 
(7. 3) fe (x) deft (2) (x) Ie 


00" (Xx) (X—Xx) 


Since we have 
} (,, (x) So ae =< rE 
(7.1) gives at once 


| (nitachet awe_sine 0 
cor 


(7. 4) ri(Xx)—2x, =0 
for k=1,2,...,n. Owing to (7.3) this means 
o”’ (Xx) pee 
20’ (x) —xX,=0, 
. ow” (x;.)— 2x.’ (x) = 0, 
me. 


o” (x) —2xa' (x) + Cw(x) =0 
with a suitable constant C. But then, as well known, 
w(x) = C,H, (x) 
with a constant C, follows. Hence to 
deg R,, = 2n(n—1) 


it is necessary (writing 7; instead of 7;,) that 


: ad | H,,(x) pe 
1.5 | 2s x = RP, x)= (eee =| =—= 2 Fifa @3) } 
( ) ( ) ( ) ay Ai (nj)(x—7;) Ay i( ) 
8. That PR, (x) is, indeed, stable in the sense (2. 3)—(2. 4), it will follow 
as in 6 if we prove 


LEMMA II. For real values x we have 


pina. Ses) be AG wesc 
Vj et — Pa os lz (7) =a 


IIV 


0. 
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Proor. We have for /—1,2,...,2 


(8. 1) V(nj) = 0 
and 
2 n Hn (7;) 
8.2 V'(n;) = 27; ei — e"i —_*_ =0, 
(8. 2) (uj) = 20) Hin) 


i.e. V(x) has at least 2n real zeros at the x—7,’s. If for a real 8 we had 
V(e)<0, then owing to V(+cc)>0 V(x) had at least one more real zero. 
Then, according to Rolle’s theorem, V@"(x) would have at least one real 
zero. But this contradicts the fact that from the definition 


Ven (x) = (ete 
and, as an easy induction shows, 

(e")e) =e gn { Poi S 
where q,(x) is a polynomial with non-negative coefficients, and thus V °”)(x) 
can have no real zeros. Q.e. d. 


From Lemma II the stability of R,(x) can be deduced as in 6; we can 
omit the details. Thus Theorem II is proved.’ 


(Received 28 November 1958) 


5 Again we obtained for all real y, and y} (i.e. not requiring y,=y%) the inequality 


-a2 i = us ee ar 
e° | > y,7, 0O— > y37,@)| Smax |y, —ygle “” 
v=1 v=1 


for all real values x. 


NOTES ON INTERPOLATION. VII 
(CONVERGENCE IN INFINITE INTERVALS) 


By 
J. BALAZS (Budapest) and P. TURAN (Budapest), member of the Academy 


1. In the previous paper of this series' the authors characterized the 
zeros of the polynomials of Laguerre and Hermite by an_ interpolatorical 
property. Two interpolatorical processes emerged from these considerations 
which have various advantages over previously studied processes in infinite 
intervals. The first one referred to the interval (0, ©) and is given by 


(1.1) R(f)= DX f%m)rn(X) (n= 2,3,... 
where /,,(x), the fundamental functions of the process (1.1), are given by 
a . 2) Tin (x) —— 1 oe (x)? 
mn dor y= 2,33... 1,0 
_ x Ly-1(x) iF 
(1.3) fed bee 52 Pee ; 


here L,-1(x) stands for the (n—1) Laguerre polynomial with the usual 
normalization L,,-1(0)— 1, the numbers 


(Xin= 0 se) Xion 5X tien Gas * Kae 


denote its zeros and f(x) an arbitrary function defined for x = 0. The second 
one referred to the interval (— oo, + ce) and is given by 


(1.4) OMA= ZA Em)Gn(X) (N= 1,2...) 


where gn(x), the fundamental functions of the process (1.4), are given by 


H,, : 
(1. 5) imt)— (qe | (yee 1, ohne, 7); 


here H,,(x) stands for the nt" Hermite polynomial; the numbers 
Ey Gon > Sa 


1 EB, EcervAry and P. Turan, Notes on interpolation. VI. (On the stability of the 
interpolation on an infinite interval), Acta Math, Acad. Sci. Hung., 10 (1959), pp. 55—62. 
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denote its zeros and f(x) an arbitrary function defined on the whole real 
axis. These processes were shown to be in a well-defined sense “the most 
economical” stable interpolation processes with respect to [0, 0) and 
(—~, + o), respectively. 


2. One has to compare these polynomials with the respective inter- 
polation polynomials of Hermite—Fejér° 


(2.1) Ru(f)= Li em) Fm (2) (2 = 2,39 
(2.2) Qf) = Zi Em)dm(2) (N= 1,2,.-.) 
with 

zs ne TG —Xyn)X Terie) ? 
che Fal) == Gr ess! 
and’ ; 
(2. 4) Gon(X) = (1 — 2Emnx + 2&5.) | Hi ene = | , 


Szegé proved l.c. that if f(x) is continuous for 0=x< o and is O(x™) 
with a fixed positive m as x—»+-+ oo, further ¢ and m denote arbitrarily small 
and large positive numbers, resp., then the sequence FR, (f) in (2. 1) tends to 
f(x) in the open interval (0,0c), uniformly in [s,@]; but for [0, @] this is 
not true, the sequence R,,(f).—0 can be unbounded. He proved, further, 1.c. 
that if f(x) is continuous for —oo <x <-+ oe and is O(|x|") with a fixed 
positive m as x—» + ov, further w denotes an arbitrarily large positive num- 


ber, then the sequence Q,(f) in (2.2) tends to f(x), uniformly in[—@, +o]. 


The aim of the present note is to prove the following theorems : 


THEOREM I. /f f(x) is continuous and bounded‘ for O=x< oo and @ 
is an arbitrarily large positive number, then the sequence R,(f) in (1.1) tends 
to f(x) in [0, ce), uniformly in [0, o). 


THEOREM II. /f f(x) is continuous and bounded on the real axis and 
is an arbitrarily large positive number, then the sequence Q,(f) in (1.4) tends 
to f(x) in (—o~, + cc), uniformly in [—o, +o). 


2 G. Szecé, Uber gewisse Interpolationspolynome, die zu den Jacobischen und 
Laguerreschen Abszissen gehdren, Math. Zeitschrift, 35 (1932), pp. 579—602. See also his 
book, Orthogonal polynomials. 


-_—_ 


| 
| 


a — 


’ Note that 7,,,(x) and q,,,(x) change sign in (0,<) and (--o«, 00), resp., whereas — 


r,,(X) and q,,,(x) are non-negative in the respective intervals. 
+ It should not be difficult to replace the requirement of the boundedness by 
Szea6’s condition f(x) O(x™"). Similar remark holds for Theorem II. 
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In the proofs we shall use two inequalities, proved in \. The first of 
them asserts that for 0 =x < oe the inequality 


e” Ly-1(x)?+ die x Lalx) ) = ] (n == 2. is can i) 


Xyn Ln-1 (Xn) (X—Xon 


holds; actually we shall use here only the weaker fact that for 0 =x < oo 
the inequality 


(2.5) e* > tm(x)S1  (n=2,3,...) 
v1 
holds. The second of them asserts that on the real axis the inequality 
Lae 4 ge lake (x) ig 
2.6 e*Setn( ae = 1 n=1,2,... 
( ) er te if hen) (x—Epn) 5 ( ) 


holds; actually we shall use again here the weaker fact that on the real axis 
the inequality 


(2.7) eo > gyn(x) <1 CA 
y= 


holds. We shall use, moreover, the identities 


(2.8) es Fyn(X) = 1, 
(2.9) >, Jun(x) = 1, 


quite easy to prove. Further, we shall use the simple remark, used by 
NATANSON for convergence proofs’ concerning the continuity-modulus ko. 
of our f(x) with respect to the interval [0,2], according to which for 
positive 4 and 60 with 240 = 2@ the inequality 

(2. 10) kow(A40) = (A+ 1) k20(0) 

holds. 


3. To the proof of Theorem I we shall need, moreover, three simple 
lemmas. 


Lemma I. We have for 0O=x =o and for n=2,3,... the estimation 


> fm(x)—1 
yvy=1 


where c, (and later Co, C3,.-.) depend only upon o. 


iL 
Sit. 


5 MW. T. Haraucon, Koncrpyxtusnaa teopua cbynxuun (Mocksa—Jlenuurpaa, 
1949), p. 83. 


5 Acta Mathematica X/1—2 
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Proor. From (2.8) and (2.3) we have : 
_< vi Deitel 
Sd eh d, (2 in. a] ames )(x—Xm) 


Vv 


and thus from (1.2) and (1.3) 


(3. 2) 


—x 


i— > Fyn (X) | = 
L,-1(x) : 
Lge 1 (x)? oF Ser —Xm) (ee) 


Since owing to Ln+(0)=1 (3.1) gives for xO the relation 


x 1 
(3. 3) She 2, Xyn Li-1(Xn)? : 


% n [ 2 
Lite ee 


vy=2 Xyn te 1 (Xyn z 


we may write 


and putting it’ into (3.2) we get 


Fs ie rn) |e * Ln (x)? p2 LD 


v=2 Lx (ta PF , 

1 
pa Xon(X— p oealy FE eS 
=e ex Laake > = S;:+ S2 


v=2 Xe! X—Xy ‘I te i( ton Je 
1 t 


(3.4) 


ne; ——— 


\—||- == 07x 11 (x 


Xyn 


where S, and S: denote the terms with |x—x,,|<=n 4 and |x—x,»|>n 4. 


respectively. We have 


Sis ie Ss iain ee 
ee <t Xon Ln-1(Xen) (X—Xyn) = 


(3. 5) fan Rae 
owing to (2.5). Further, for Ss we he 
Su== 68x Lys (2) ee eee 


apne greenery, 
Xn | X—Xyn Dae 1 (Xen Ne — 


<n?t 


1 
| 2-2, | > 27a 


we Facile BETAS, fe 9 Ds 


v=2 Kon Le at Cour 


1 ns 
=N * CaaX. Lani y 


6 The manipulation in (3.4) is “ the factor x. 


el 
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owing to (3.3). Now, as well known,’ for fixed w we have 


1 _« 1 


(3. 6) lim (n—1)* max e ? x#|L,4(x)| = 


1 
0Sr=@ Va 


which gives 
1 


3. 7) S2'< Co n z 
This and (3.5) prove the lemma. 
We need, further, the 


LEMMA II. For O=x =o we have for n=2,3,... the ineg uality 


n 1 
SP bx san® . 
ol | 


Proor. From (1.2) and (1.3) we have 


Ce Sy xe Le 1 (x)? +e % see Ws, 4 (X)F 


=2 Xyn Lin -1 (Xm)? |X—Xyn| ; 


For the first term on the right we apply (3.6), for the second one we use 
3.4), (3.5) and (3.7). These prove the lemma. 
Finally, we need the 


LEMMA III. We have 
1 


a ay SoglX) S = Cn 2 


ey m=2o 


mO=x=o. 


Proor. From (1.3), (3.6) and (3.3) we easily get 


Ci ‘ x Linco X) ) C5 1 = 1 C4 
er Ss < | = —— ——_ 
@” v=2 Xyn Le Sn) Vn o? v=2 Xin Lit Xeon Ne in 
J. e.d. 
4. Then we can turn to the proof of Theorem I. Let for x 20 
4.1) f@|s1 


vithout loss of generality. We have 

S (6) £00) 2m)—F9 [IF rm(0)) = 

eR ae ate 
v1 


|Rn(f)—F |= 
4. 2) 


) —F(x)) Fon (X) | +1 FQ) | 


7 See G. Szecé, Orthogonal polynomials, p. 173. What we actually need, is the 
oundedness of the left-side in (3.6) only. 


oF 
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Let now O=x Sao; then Lemma I and (4. 1) give 
If@|/ 1-2 m(X)| = 
Hence from (4.2) and (4.1) for such x’s we get 


| Rn (f)—f(x)| = ea, Fm) FX) | Fr) 2x 2rm(x)tein 4 < 


(4. 3) 1 
=cen *+- 


Tan 


using Lemma III. (2.10) gives for our x and x,,’s 


eS 


| F (Xm) —F(X) | Fn (X) 


CY 
== 9 


1) —f Gn) (=e De ee ee 


i.e. the remaining sum in (4.3) is 


< Ke ee \\n 
/n 


owing to Lemmas II and I. This and (4.3) complete the proof of Theorem I. 


5. The proof Theorem II runs analogously as that of Theorem I so 
that we shall not enter into details. We have only to distinguish the cases n 
being even or odd; the role of (3.6) will be played by the inequalities* 


2m ! 
max | Ho» (x)| <¢s cat 


-0=r=0 m 


n+ “py |x— Xend Tea) oes — a) = Cr ts 


\n 


or 
max | Homsi(x)|<cg2""** m!, 


-o=2=0 


respectively, further instead of (3.3) we have to use the relation 
» | 1 
v= vt HiEm) mln 

which follows easily from the formula’ 


A(X) pas V2" al 
{ en te os Fis(Goa) 


-@ 


and, finally, instead of (2.5) the inequality (2.6) is to use. 


(Received 2 February 1959) 


8 See Szeaé’s book, p. 102 and 173. 
® See Szead’s book, p. 344. 


UBER DIE APPROXIMATION EINER REELLEN 
ZAHL DURCH BRUCHE 


Von 
P. SZUSZ (Budapest) 
(Vorgelegt von P. TurAn) 


Vorliegende Note enthalt einige Erganzungen zu meiner Arbeit [1]. Dort 
werden u. a. folgende Satze bewiesen: 

1. Ist @ eine Irrationalzahl, ¢>0, aber sonst beliebig klein gegeben, so 
existiert eine nur von @ und « abhangige natiirliche Zahl n,—1,(a, #) derart, 
dai falls n=n), so gibt es ein natiirliches x mit? 


1 
1 = 
(1) |ax|| < = 
und 
(2) nsx<en’. 


(Satz 2 der Arbeit [1].) 

2. Ist g(x) eine monoton beliebig langsam gegen Null strebende Funk- 
tion, so laRt sich eine Irrationalzahl @ derart angeben, daB fiir unendlich 
viele n 
(3) \|@x|| = ist, falls n=x<g(n)n’. 

(Satz 3 der Arbeit [1].) 
‘ P. ErDOos hat die Frage aufgeworfen, ob das Analogon von 1 auch dann 
gilt, wenn man (1) durch 
1 
||ex||< 


V5x 


tere 
ersetzt,? ferner ob (3) auch dann giiltig bleibt, wenn man statt ||@x||> ae die 


x : : 
starkere Forderung ||¢x|| Le) stellt, wobei f(x) eine mit x—+oo gegen 
strebende Funktion ist. 

In der vorliegenden Note werden diese Fragen beantwortet. Es werden 
die folgenden beiden Satze bewiesen : 
1 ||...|| bedeutet den Abstand der zwischen den Strichen stehenden Zahl von der 


nachstbenachbarten ganzen Zahl. : 
2 Nach einem klassischen Satz von Hurwi7z ist || @x]|| o mit c<5 1 im allgemeinen 


iiberhaupt nicht erfiillt, also auch ohne die ,,Lokalisationsvoraussetzung“ (2). 
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Satz 1. Ist @ eine beliebige Irrationalzahl und «>0, aber sonst beliebig 
klein gegeben, so existiert ein ny—n(a,#) derart, dag es fiir jedes n mit 
n=n, ein natiirliches x gilt, fiir die die Relationen 


(4) l|ex|| < = 
und . 
(5) ns=x<en 

gelten. 


Satz 2. Es sei g(x) eine mit x—+% monoton gegen Null strebende 
Funktion, f(x) eine mit x—+ce monoton zunehmende Funktion. Dann lapt sich 
eine Irrationalzahl « und eine monoton zunehmende Funktion f,(x) angeben, 
die folgendes erfiillen: 

1. Fiir unendlich viele natiirliche Zahlen x gilt 
(6) Ax) =f) 

(iibrigens gilt fiir alle positiven Zahlen f,(x)=f(x)). 

2. Es gibt eine unendliche Folge natiirlicher Zahlen: N,, No,... 
(Ni< New; k=1, 2,...), fir die 
(7) jex| > 22 
gilt, falls x natiirlich ist und N.=x<g(Nx)Nx besteht. 

Der Gedankengang der Beweise stimmt im wesentlichen mit demjenigen 
der Satze 2 und 3 der Arbeit [1] iiberein. Bei dem Beweis des Satzes 1 
miissen wir den bekannten Satz von BOREL* anwenden, nach welchem min- 
destens eine der Relationen 


|| Brixat|| < (k=1, 2, 3) 


1 
V5 Bex 
stattfindet, wobei B,, B,,... die Naherungsnenner der regelmaBigen Ketten- 


bruchentwicklung von « bezeichnen. 
§ 1 enthalt den Beweis des Satzes 1, § 2 den des Satzes 2. 


§1 


Es werden durchweg folgende Bezeichnungen benutzt : 


4), a,... bezeichnen die Teilnenner der regelmaBigen Kettenbruchent- 
wicklung von @, d.h. es wird 


(1. 1) @ = (a); a); a, ...] 


3 Vgl. z. B. Perron [2], S. 42. 


UBER DIE APPROXIMATION EINER REELLEN ZAHL DURCH BRUCHE ip 


_ gesetzt. Man setze ferner 


(1.2) oes a) 2 as (Ane 1, 
Es besteht die bekannte rekurrente Formel a 
ue 3) Bri —_ BuQnis + Bae 
Bekanntlich gilt 
1 
1.4 B,e||=—> 
( ) ! || BiaSnaat+ Ba 1 ; 
wobei 
(1.5) eur dacs; .<.) 
bedeutet. 


Nun sei @ gegeben und 7 eine gegebene natiirliche Zahl. Die natiirliche 
Zahl r sei definiert durch die Ungleichungen 


(1.6) Ben By; 


ferner bedeute k= k(r) die kleinste natiirliche Zahl, fiir die 


1 
A if 5, Ch <—————— 
(1.7) |Buell <a 
gilt. Nach dem in der Einleitung erwahnten Borelschen Satz ist jedenfalls 
(1.8) kes. 
Zundachst zeige ich 
By +x 
; 1s ——— 1 
(1. 9) =B, <9 


Ist namlich K—1, so ist (1.9) trivial; es bleibt also nur tibrig, den 
Fall kK==2 und k=3 zu untersuchen. 


Ist k== 2, so ist 
a2 = 2 ; 


: : ] 
aus d,49=3, aus (1.7) und aus (1.4) folgt namlich ||B,1@|| < 3B. entgegen 
Fj r+ 


Byit 
der Definition von k. Aus (1.3) folgt 1<,— ee ~ <3. 


Ist k—3, so erhalt man auf analoge Weise A492 und a,43=2, also 
wegen (1.3) die Relation (1. 9). 

Es darf ohne Beschraénkung der Allgemeinheit 
(1. 10) Q41210 


angenommen werden; sonst wiirde namlich aus (1.6) und (1. 9) folgen, dafi 
zwischen n und 90n, also fiir geniigend grofes n gewil zwischen n und en” 


a2 P. SZUSZ 


eine Zahl, namlich B,,; mit 


1 
i} Byine <a 
|| k | Pee /5 Bay 
liegt. 
Nun unterscheiden wir zwei Falle, je nachdem 
i 1/2 
a) B =< (7B Brs| — B, 
oder 
1/2 
b) ine BB.) Spe nen 
y5 
gilt. 
B, 
a) Aus (1.4) folgt fiir jedes natiirliche / mit /< = 
(io11) Mikal Bs 
1 Besse : 
ilt insbesondere [< , so gilt 
| Forged cee 
l 1 
iy cope 
Basis ECB, 
aus (1.11) folgt also erst recht 
\|1B,c|| : 
5 5 1B,’ 


da die Zahlen 


(viol ST 


voneinander den Abstand 6B, haben, liegt wegen (1.6) zwischen n und 2r 
eine Zahl, die (4) befriedigt. 
b) Es gilt 


ke B,Brxs| Be 0<Brs, | 
also wegen (1.3) und (1.10) erst recht 
(1. 12) K(B,By41)!? Sn< Bry, 
wobei K=5''—10"” gesetzt wurde. Aus (1.6), (1.9) und (1.12) folgt 


On? 
E13 ; 
( ) N<Brn< op > 


da 6, mit noe gegen oo strebt, ist unser Satz 1 auch im Falle b) bewiesen. 
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§ 2 


Im folgenden werden die Bezeichnungen des § 1 benutzt. Es sei g(x) 
eine monoton beliebig langsam gegen Null strebende Funktion, f(x) eine 
monoton zunehmende Funktion, @ eine Irrationalzahl, iiber die spater verfiigt 
wird. Ist @ schon gegeben, so definiere man f,(x) durch 


(2. 1) FOIE) fie “Bix SoR ih 1,295.9: 


Es ist bekannt das folgende Gesetz der besten Naherung :' 
Ist x natiirlich mit 


Ee. 2) feet BAG), 

so gilt 

(2. 3) |ex|| = ||B-e||. 

Nun 1aft sich jedes natiirliche x, das (2.2) geniigt, in der Gestalt 
(2. 4) x=qB,+s 


darstellen, wobei qg eine natiirliche, zwischen 1 und a,,, liegende Zahl ist, 
wahrend s eine ganze Zahl mit O=s<B, bedeutet. Ist g—a,41, so mu 
wegen x<B,,; und (1.3) s<B,-1 sein. 

Im folgenden wird stets angenommen, dah 


Bes 
2 


gilt; wegen (2.2) ist dies natiirlich nur im Falle a,,,;=2 méglich, was aber, 
da eine Konstruktion von «¢ («=[a; a,,...]) gegeben wird, ohne Beschran- 
kung der. Allgemeinheit angenommen werden darf. 

Nun unterscheide ich zwei Faille, ja nachdem in (2.4) a) s=1 oder 
b) s—0 gilt. 

a) Ist s=1, so folgt aus (2. 5)’ 


42. 5) Eee 


(2. 6) ex|| > Brel > ; ae TEE; 
Ist nun : 

(2.7) a,41>8f(B,), 

so ist 


4f(B,) B, <> Bes 
aus (2.6) folgt also, fiir alle x mit s=1 (vgl. Formel (2. 4)), die zwischen 


4 Vgl. Perron [2], S. 44. 
5 Fiir den Beweis vgl. Sztsz [1], S. 210, Formel (24). 
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4f(B,)B, und ee liegen, die Relation 


(2.8) ex|) > 22. 


x 
Daher miissen alle Zahlen x des Intervalles ees Br} die ||@x!|| i 
leisten, von der Gestalt gB, sein. 
b) Nun sei in (2.4) s=0, d. h. x—qB.. 
Gilt (2.5), so erhalt man° 


tlie 2 


(2. 9) ||¢x|| = ||qB-e|| =q||B-a|| > 
Gilt nun © 

2f(B,) Best |, Bet 
(also 

q- 18) _ #6) 

2Brii° Brg Ss 

was moglich ist, falls nur a,.1 geniigend grof, so folgt aus (2. 9) 
(2.11) |ex|| > 22? aos — A@) 


andererseits ist auch (2.5) erfiillt, es la8t sich also wegen (2.8) links von 


peB is ein Intervall angeben, fiir dessen natiirliche Zahlen ||@x\| > ~~ ie 


Fiir die Zahlen x mit s=1 gilt namlich wegen der zweiten Teac von 
(2.10) die Relation (2.5), also auch (2.8), fiir die x mit sO folgt aus 
(2.9) und (2.10) die Relation (2.11). Dieses Intervall ist offenbar gleich dem 
Intervall 


gilt. 


Best 


max (4f(B,)B,, 2f(B,) By Bra) <x< “54 


Ich nehme a,,; gleich so grok, dab 
(2. 12) (2f(B,)B, By)? = 4f(B,)B, 
gilt. Hieraus ergibt sich, da® im Intervalle 
(2. 13) V27(B,) BrBrai<x< a 
keine natiirliche Zahl x mit ex 22 liegt. 


6 Vgl. Sz0sz [1], S. 210. 
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Man setze 
(2. 14) (27(B,) B, By)? = N, 
dann ist 
1 N, 
— B, 
Be ARBAB. 


» 


(2. 13) ist also gleichbedeutend damit, da& zwischen N, und Eye keine 
natiirliche Zahl x mit ex 2 2) liegt. 


Nun sei g(x) eine monoton beliebig langsam gegen Null strebende 
Funktion. Setzt man 


] 5 
iS led U2 2) fiir Beax< Boa, 
so kann durch geniigend starkes Anwachsen der aq,. erreicht werden, daB 
Rix) > ey fir “Nex oS Byss 
gilt. Damit ist auch Satz 2 bewiesen. 


BUDAPEST, FORSCHUNGSINSTITUT FUR MATHEMATIK 
DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 


(Eingegangen am 1. Dezember 1958.) 
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§ 1. Introduction 


1. The problem of interpolation of the ordinary derivatives and integrals 
of a function f(x) with respect to the order of differentiation and integration, 
respectively, i.e. the problem of finding a unified infinitesimal calculus of 
complex order, containing the classical differential and integral calculus as a 
special case — this is, as well known, a difficult question which is almost 
equal in age to the fundamental results of the analysis." Let us here mention 
only some works of LEIBNIZ, JOHN BERNOULLI, EULER, FOURIER, LAGRANGE, the 
idea of fractional integral due to RIEMANN and LIOUVILLE: 


HM. 1) f= Fey | Ot MO at (u>0; x€(a, 6) given) 


* A lecture on the main results of this work has been delivered by the author at 
the International Congress of Math. in Edinburgh (14—21 August 1958). 

1 Cf. e. g. Enzykl. d. math. Wiss., II, 1/1 (A. Voss, Diff- u. Integralrechnung), pp. 
116—119. 
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(which becomes for « =p>0O, integer, to a p-th integral function of f(x)) 
and, recently, the investigations of HADAMARD, HADWIGER, HARDY, LITTLEWOOD, 
M. Riesz, H. WEYL and of many others on the subject.” The problem is also 
connected, of course, with the theory of certain functional equations and 
transforms, and it can be approached in various ways according to the class 
of f(x) taken and to the kind of applications required. (We refer, for example, 
to DoeTscH [5], Vol. Ill, 2.) 

In particular, in case of analytic functions the definition of HADAMARD [7] 
is adopted, yielding f(x) as a generalized power series, while in the domain 
of periodic functions (thus in the theory of trigonometrical series), WEYL’s 
fractional integral 


x 


(1. 2) fe) — re | ("Pd = peg | fata 
‘a : (0<@<1; 0<x<1), 


where f(u)€L(O, 1), having the period 1 and | f(wdu=0, has been proved 


0 
only to be convenient;°* for functions of several variables, in connection with 
CauCcHY’s problem on the wave equation, M. Riesz gave an important extension 
Ole lela F220) } 
Fractional derivatives are defined in the literature with the aid of (1. 1), 
namely by (m=O, integer) 


ml 


(173) PO) shee (mSu<m+1) 


or as solutions of the corresponding integral equations (DOETSCH); in both 
cases the idea does not contain completely that of the classical derivatives: 
it is for one thing more, for another less general than f(x) (p~1, 2,...). 

However, as far as I know, no uniform theory of derivatives and integrals 
of arbitrary order was published hitherto, in the most general case of integ- 
rable functions. 


2. Now, the main intention of this paper is to give and discuss an- 
idea — called W,-limit, attributed to any function f(w) of the complex class 
L(0,1)" — which is a common, simultaneous extension for complex orders s 
of repeated, fractional integrals and of the generalized symmetric derivatives 
fi» (x) (introduced by DE LA VALLEE-Poussin).° 


27°C @; Bo (ely (Sh) (eb, (29). [eel 

3 (1.2), as well as (1.1), exists in general (in case of L-integrable f(u)) only for 
almost all x. 

4 The choice of the interval (0,1) is, of course, without any importance. 

Gin [Rela jah lore 
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It turns out to be useful to consider f(w) as a function represented (in 
ome sense) by a trigonometrical Fourier series; from this starting point we 
ome to an extensive theory of W.-limits, closely connected a. o. with the 
heory of zeta-functions. — The character of the subject implies that modern 
real” and classical “complex” methods, results are herein needed equally. 


3. Let x€(0, 1), f(u)€L(O, 1) be given with f(u +1) = f(u) (—c0 <u<oo) 
ind 


1.4) f(u)~a,+2> (@,cos2nau+Q8, sin 2nzu)= >) yrerrie, 
n=] 


n—=- 0 


ve define the W,-integral of f(u) at u—x in the half-plane 9t(s)>1 by (cf. 


2. 7)—(2. 10)) 

| Te eee alX), << re TUS Ot, 204 (X) Ses CX) 
oo 4(X) = cos — —— 
ee pn 2, Qua) 2 


ul (2na) =, (2nzti) 


where a,(x) = (@,— @) cos 2n7zx+8, sin 2nzx, 6,(x) =(a@n—a@,) sin 2n ax — 
—Pn COS 2NX, Cn(X) = An(X) + 1b, (xX) = (Yn—o)€2""*. We have the integral 


epresentation 
1 


1.6) fia) =| Fx—1)[3.()—3.@]dt — (B4()>1) 
vith the kernel function 
war. LS 
1.7) Siena @nay cos | 2nzeu ‘a (u+0, +1,...), 


ind it is essential for the sequel that, by a formula of HURWITZ, we find 
1.8) 3.(u)=I(s)'C(I—s,u) = (O<u S11), 


(s, uv) denoting the well-known zefa-function of Hurwitz. (Note that 3,(u) is 
in entire function of s and by 3,(u)=—1, 3,(u)=—B,(u) (p=1, 2,...) it 
nay be regarded also as a “transcendental” generalization of the Bernoulli 
yolynomials.) | 

(1.5) and (1.6) suggest the extension of f{.(x) for #(s)=1, if possible, 
yy analytic continuation with respect to s=o-+it as a complex variable. 
More precisely, for ss 0,-+it) given, x€(0,1) fixed, we consider 


1 . 9) Fis (x) Fa lim Stee (x), 


rovided that fj,)(x) can be analytically continued into an open domain con- 
aining the half-line s>1 and a path s=o+it (Q,<o6=0,+8) with some 
>0. — If the limit (1.9) exists, we say that f(u) is W;,-limitable at w= x5 
s(x) is. the W,,-limit of f(u) at this point. Thus, in particular, if f(u)=—1, 
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we have 

(1. 10) fia (x) = Bs (x) (O<x<1) 

for all s. (Cf. §§ 2—4.) ; 
Clearly fj(x) generalizes (in two directions) WeEyL’s fractional integral 

which concerns only the case O<s<1 under the condition that the integral 

of f(u) over (0,1) vanishes; (1.2) even diverges when f(w) is a constant 

+0! (Whereas cf. (1. 10).) Now we have (for almost every x) 


(1.11) fin) =P(s)' | fe—t{t" (+x jdt = O<a<i) 
0 : 

which becomes for f(u)=—1, x1 the simplest integral’ expression of 

C(s)=C(s,1) in the “critical” strip. — Furthermore, by putting s=—p 


(p=—0,1,...), the use of well-known (C)-summability theorems on repeatedly 
differentiated Fourier series shows that fj(x) can be regarded, in fact, also 
as an extension of f(,)(x). (Cf. Theorems I, 2 and VII, 3.) 


4. Naturally, a considerable part of the present work deals with various 
ways of the actual analytic continuation of fj \(x) (o@>1). — In § 5, Cesaro 
and Abel summation are applied to the (ordinary) Dirichlet series in (1.5), 
this furnishing the extension to the corresponding summability region (half- 
plane or the whole plane). — In §§ 6 and 7 mainly the integral representa- 
tion (1.6) is used. This yields a. 0. a necessary and sufficient condition for 
the existence of a W,-limit, together with a localization principle (analogous 
to that of RIEMANN in the theory of Fourier series), furthermore simple suf- 
ficient conditions in order that f(w) should be W,-limitable for o>0, (0)<1) 
at a point x, almost everywhere, and for all x, respectively. In particular, if 
F(uy€L'(0,1) (1<q=ox), then fi(x) exists and equals the integral (1.6) at 
any x€(0,1) for o>1/g. (Theorem VII, 2.) — In § 8, by power series de- 
velopments, we succeed in defining f(x) on circles “reaching” up to next 
singularities in the s-plane, while §9 is intended for applying of further 
powerful methods of summation (due to BOREL, LE Roy, LINDELOF, MITTAG- 
LEFFLER). — Finally, using M. Riesz’s extension (for Dirichlet series) of the 
last-mentioned method, we can determine completely the principal. (Mittag- 
Leffler) stars of the sums ¥2a,(x)(2nz) *, ¥26,(x)(2nz)* and, at the same 
time, we get an explicit expression for fj(x), holding throughout the common 
part of these stars. (Theorem X.)’ The result in question gives nearly the most 
about the singularities and existence of fj.(x) in the s-plane, which we may 
hope in full generality. 

§ 10 deals with the case of a special but important condition, namely 
that f(u) behaves “regularly” at ux. Then fij(x) exists over the whole 
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plane, is an entire function of s and can be represented by contour integrals ; 
the formulae in Theorem XII imply also RIEMANN’s integral expressions of C(s). 

In § 11, W,-limits as resultants (convolutions) are discussed, this yield- 
ing two semigroup properties of the “W,-operators” and of the W,-limits, 
respectively; incidentally, we obtain: further results on the kernel function 
3s(u). — Lastly, in § 12, we mention some problems and remarks connected 


with the investigation of f(x) W(s) as a generalized zeta-function and with 
some possible extensions or applications of W,-limits. 


We still remark that, apart from the contour integrals in § 10, all in- 
tegrals occurring in this paper are to be taken in LEBESGUE sense. 


§ 2. Definition of f(x) for K(s)>1 


1. Let f(x) be a real or complex function €L(0,1) having the period 1. 
We start from the Fourier series 


S(x)~ @ +2 oe (a, cos 2nax+, sit 2nzx), 
et 
(2. 1) 1 1 
t= 70) cos2nstdt, 8, = | f(t) sin 2nzt dt, 
6 ) 
and integrate p-times. We obtain 


: eats? pr : __ pa 
fz. 2) Hy-+ Sop | e008  2ncrx— EX) + 6 sin(2ncrx ale 


: eds 
H,(x) denoting an arbitrary polynomial of degree p with xp fe) = Go; 


(2.2) converges for p=1,2,... and represents a function F,(x) for which 
ad” 
Ae PPO f(x) almost everywhere. 


However, (2.2) does not define a periodic function in general; hence 
we replace H,(x) by the suitable function H,(x) having the period 1, Tepre- 
sented by the Fourier expansion over (0,1) of H,(x). If, besides, to fix and 
simplify as possible our ideas, we require that the constant term of this 
development vanishes : 


(2. 3) {H,@dx=0 (p=1,2....) 


then H,(x) is uniquely determined by the former conditions HX) = t,; 


6 Acta Mathematica X/1—2 
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Hi(x) = H,(x) (0<x<1; p=1, 2,...) and by (2. 3); we have, as well known,” 


(2. 4) H,(x) = & By(x) 
for O<x<1 and 
(2.5) A, (x) =—a >’ —*— cos [2azx— Be (pon 2 
r= i (2n2 7)” 2 
for every x. 
2. In what follows we suppose, what suffices, O<x<1. — By putting 


(2.5) instead of H,(x) in ee 2), we get the p-th integral function 


fii) = (cs — Go) COS [2 nax—? a + 


2 
)2. 6) > ansiy 


+ Bn sin(2n-x— P| 45 =) be toa © 


and it is very natural to consider, more generally, the series 


Oey. 
EU 2s (2na) 


n=l 


(@n—@) COS [2a%x— a + 6, sin [2axx— = ; 


—=o-+it denoting a complex variable. 

Since by the RIEMANN—LEBESGUE lemma @,—>0, 8,—+0 as n-+o0, (2.7) 
is convergent for o>1, s=1 and even absolutely and uniformly in any finite 
region of the half-plane o>1. In this case the sum of (2.7), i.e. the 
(complex) value 


>, 2an(X) , .. USS 2br(X) 
2.8 V(X eyo aS sin 
ey Jia) 5 (2nz)’ as 2 2 na 
(o>1 dor s=]) 
with 
nel ee @n—@,) COS 2N 7X » Sin 2nzx, 
(2: 9) (x) = ( ) +8, 


b,.(X) = (@,—@) sin 2nzvx—f, cos 2nax 
will be called the W,-integral of f(u) for u=x." We give at once another 
useful form of the series (2.7) or of the right-hand side of (2.8), namely 
(2. 10) es : co(x) 4er oy i? c_ Cn(X) f Cn(X) = 

n=1 (2nz) n= i (2n2) n= (2nzi) 
where ’ means that the term with nO must be omitted, (2nzi)’ is taken 


6 In this paper eh will mean always the Bernoulli pouesinial defined by the 


expansion we™"’/(e" —1) = eh B(x)w? (|| <2z). 
p=0 
7 In certain cases (e. g. for special functions f(u)) we use the notation [f(a]. 0, too 
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with its principal value and 
1 
(2.11) cul) = a(x) +162) = (nr O™™, fu = 1B, =| flea; 
‘ 


if f(u) is real-valued and s is real, (2.10) may be written in the form 
der pod 
n=l (2nz0) 
3. It is easy to obtain a closed form of fj(x). In fact, remembering the 
signification of @, and @,, we get immediately for the x- and s-values in. 


question 
1 


| fia(X) = > | A. 2@n2" [cos [2n-e—1—3] = 
@.12) 4 —cos(2nzex—*}] ar— i A)[3(x—1)— 3.0] at = 


=| fo —113,(0)—3.0ldt 


with 5 
(2. 13) 3s(4) = 

= Dian 
the inversion of the order of summation and integration being clearly justi- 
fied by LEBESGUE’s theorem on dominated convergence. 


: as 
cos (2nzru— "| (G20), 21, .:..), 


§ 3. The kernel function 3,(u) 


1. (2.12) and (2.13) bring fj j(x) into connection with the theory of 
zeta-functions. 
As a matter of fact, by a formula of HURWITZ we have 


Soo SAL ae 2 sin 2nnu _ 
(a) = 0s > ——_—_—_ yee 
3 Om ’ n=1 (2n ny n=l (2nz) 
(3. 1) as (oa) e2nmiu 


Bee ani’ a "S(1—s, w) (o>) .0<u 1), 


where £(s, u) is the so-called zeta-function of Hurwitz," defined for o>1 by 


8 See e. g. [30], p. 37; [33], p. 269. 
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the series .>(m-+u)° and hence by analytic continuation; we remark thé 
m=0 
for any fixed O<u<1 the series in (2.13) and (3.1) converge also in th 


ect : el 
strip 0<o <1," furthermore that (3. 1) implies | with Uu—=—> OF u 1] RIEMANN 


functional equation for C(s, 1)—=¢(s). — By (2.13) and (3.1) we can writ 
for all real wu and s#0 3,(u)—I(s) ‘C(1—s, u), where C(s,u) means th 
function which is identical with C(s,u) for O<uw=1 and has the period 
with respect to u. 


2. As well known, C(s, uv) is a regular function of s, apart from a simpl 
pole at s=1 with residue 1; on the other hand, [’(s)’ is an entire functio 
having the only zeros (of first order) s—=0,—1,—2,.... Therefore 3.(u) i 
an entire function of s; we have in particular (cf. (2. 4)—(2. 5)) 


(3.2) ®W= opp —p.)—=—B(t) (P= 1,2)... 
and” 

6.3) | 8o(t) = im OTS a, 

G.4) Bw=0 — (p=1,2,...) 


so that the kernel function 3,(u) may be regarded as a (transcendental) gener 
alization of the Bernoulli polynomials. 


3. As regards 3,(x) as a function of u, by means of certain representa 
tions and properties of C(s, uz)" we can verify that.for any fixed s 3,(u) i 
differentiable in the interval O0<u<1, namely 


d 
(3. 5) qq 8) = 8-14); 
furthermore, whatever be s, we have 
(3. 6) 3,(u) ~ I'(s)'S(1—s) (u+1—0), 
(3. 7) 8.(u) = I'(s) a" + O0(1) (u—+ +0). 


‘From (3.1) we aaste still 
1 
(3. 8) |3(udu=0  (>0). 


® Cf. [19], p, 148; [21], pp. 261263, 
10 Cf. [33], p. 266. 


1 See [19], pp. 145-147. — Integral representations of £(s, u) yield, of cours: 
those of 3. (u). 
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. 4. We mention herewith that the related functions (ct. (3u))) 
; acos2na 1 J 
(3. 9) JA sp Dai ee 5 Bele) + 3.(1— u)], 


NG Kee D Newry ecmmtemie, 


© 2sin2nzcu 1 NS 


3.10 (2) == = — cosec — [3,(u)— 3,.(1—)], 
(3. 10) (u) 2a (nz) 5 5 (Bs(4) 3s1—u)] 
@ e2naiu 1 
3. 11 i = — [$.(u) + 10s (u 
(3. 11) (u) 2 nay me (u)] 
are all entire functions of s for any O<u<1, since the poles of sec, 
cosec “5 are “cancelled’’ by the corresponding zeros of 3,(u) + 3,(1—u).” 


§ 4. W.-integrals and W.-derivatives 


1. The main properties of 8,(u) being established, we now consider 
Fis\(x) itself as a function of s, write 
(4. 1) W(s) = W(s; f, x) =f). 

We begin by observing that the sums of the ordinary Dirichlet series 
mr (2.8), i. e. 


men X) 
(4. 2) T(s, x) = 2 Onn)’ 
7 oy 26, 
(4.3) fsx) => oe 


and therefore also , 
(4.4) W/(s)= cos ils, x)-+ sin its, x) =| fe 18.)—8, (x)]dt 


are regular for o>1. 

This suggests the following extension of the definition of fis\(x): 

(*) Let f(u)€L(O,1), x€(0,1) and a complex number s,=0,+ it, be 
given. — We say that f(u) is W.,-limitabie at the point u=x if there exists 
a one-valued analytic continuation of the function element W(s)=— W(s; f,x) 
(s>1) in an open domain containing the half-line s>1 anda path s= G+ iTo 
(0,<6=0,+8) with some e>0, furthermore the right-hand limit W((o,+ 0)+ iT) 
exists. 

12 ne has u , 1—u) = —[By,,,(4) + Boy, I— 4] =0, 8o,(u)— 
Bs. 020) — Piaee eesti ol 0 ELLO ay anes aS ERRTIEN) =O 
ap =—1,'2,..:.). 
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This value 
(4. 5) Sea () = inne (oer it) 


will be called the W..-limit, in particular for o,>0 the W,,-integral, for o,=0 
the W,,-derivative, of the function f(u) at u=x. 


2. According to what has been.said, every L-integrable function is W,- 
limitable for o>1 in O<x<1, its W,-limit being furnished by (2. 8), (2.12). 
— We mention at once the following trivial examples: f(u)==—1, cos2vzu, 
sin2vzcu, e”""" (v=1,2,...); these functions are plainly W,-limitable for 
all complex s at any point x€(0, 1), namely 


ee (—1)(x) = 8o(x) = I'(s) S(1—s, x), 

(4. 7) (cos 2 V7CU)s} (x) —— (2 vit)” cos (2 een a5] 
(4. 8) (sin 2vru)4(x) = (27) * sin {2 eee zs) 
(4. 9) (e”" a) (x) —_ (2 vai) er, 


Furthermore, (cf. (2.8), (2.9), (3. 1)) 
(4. 10) [ofi(4) + eof2(M)Ii1) = LAM) + eel], 
(4.11) [FU + Di) = FIia(* + §) + eo[3e(x + )— 35Q)], 


where 0,, @,& are constants, O0<x-+&<1 and the existence of the right-hand 
W.-limits is supposed.” 


§ 5. Use of the Cesaro and Abel summation methods; 
connection with f(x) 


1. The definition (*) of W,-limits raises the question how the analytic 
continuation of (4.2) and (4.3) can be realized to the left of the line o—1. 

First we remark that if for any special f(u) and for some x€(0, 1) both 
series (4.2) and (4. 3) converge at a point s,—o,+ it) (0)<1) of the s-plane, 
then their sums exist and are regular for o>0), so that (4.4) gives imme- 
diately the analytic continuation into the strip o,<o0=1. Hence we see at 
once e. g.: if f\(u) (p=1, integer) exists and is continuous everywhere (what 
implies, as well known, ¢,—o(n”), 8, 0(n-)), then f(u) is W.-limitable 
for o>\1—p at any u=x, fis(x) being given by (2.8). 


'8 As it is immediately to see, (4.6)—(4.11) may be regarded as extensions of the 
corresponding differentiation formulae (s 0, —1,—2,...), provided that (as we shall see 
in § 5) the idea of the W,-derivative is, indeed, a generalization of the classical one. 
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2. As far as the most general case is concerned, next we remember that 
— according to fundamental results of H. Bour, G. HARDY and M. Riesz — 
the summability region of an ordinary Dirichlet series Sd,n-* with a finite 
convergence abscissa is a half-plane or the whole s-plane, alike in case of 
any (C,4)- and of the (A)-method. The abscissa of summability (C, 2) (A>0) 
is a non-increasing function of 4 and it is for every 2 not smaller than that 
of summability (A). — Since every standard method gives a sum which is 
a regular function of s, any of them yields a useful tool for our purposes. 

If we apply Cesaro and Abel summation to the series (2.7), plainly 
occur the corresponding kernel functions which are closely related to (2. 13); 
we put (A>0) 


oe imate | 2 fm +kt+il—a a 
. s,m =< " fi Seay eS 
G1) Ba— ("| Sony ( "ms t_n |e (22S 


(in==07152;-<-); 
furthermore 


(5. 2) 3.(u, r) = -> oe ; 


The last series converges for any fixed s, r€(0, 1) uniformly inO=u=1 
.and, as easily seen, 3,(u,r) can be expressed in terms of 3,(u) if complex 
values of uw are also permitted. 

In fact, we have (cf. (3. 11)) 


cos [22 na — >) (O=r<\l). 


(5. 3) Rr rye aR s[u—i 1984) +, —u—1 9?) 
and 

: 1 a 
(5. 4) H(0) = g7sh le? 3(1—w)—e ? F 3,0]. 


3. /n what follows f(u) denotes throughout a function €L(0,1) having the 
period 1 and x means always a point of the (open) interval (0,1), ees 
when the contrary is said. 


THEOREM I. Denote the abscissae of (C, 4) (A>0)- and (A)-summability 
for the series (4.2) by 6)=0(x) and 0.4) = 4)(x), further the correspond- 
ing values for the series (4.3) by Oy), = a, (x) and 6.4) = 9(4)(X), respectively ; 
let 4,= max (0), Ga), Ya = MAX (M4), F)-” 

14 See [1], [9], [12]. 

15 aaa fe any case y¥,=%,1; x4 =—©° Cr 4, =— © is also included. — a 
example, if f(u) = ¥;(4) + QO, (u) with arbitrary §>0, 7>0 (cf. (3. 9)—@. 10)) and J iry 
then easy calculation shows that Oyy=—A-$, 8.4) = — 3 Gq) = —4—% G4) =— °° 
and we have y, = —4—min€, 7), ¥4 = — 
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1. f(u) is W.-limitable for o>y. or o>ya at u=x, and its W.-limit 
is given by 


Its LG 1 2G (X) 2a, (x) i US (A) y 26,,(x) psi 
fin (x) = cos "nay +sin= Senay 
(5.5) 
= ine Jfo—0le, n(t)— as Rw 69) 13 (o>) 
and 
TS (ayy 20n(X) | | 1S ay 26,(x) __ 
[Fens —= 0s cae e = an) + sin} = anny 
(5.6) 4 ; 
| lim | fH N-3 Nat (o> x8); 
0 


in case x, is finite, (5.5) holds also for such points of the line o= yx, where 
both of the right-hand (C, 4)-sums exist.'® 


2. In particular, if 41 <0, then fi-»\(x) (p =0,1,...; O=p<—ya) means 
the (A)-sum of the Fourier series of f(u) over (0,1), differentiated term-by-term 
p-times, at u=x, and 
(5. 7) Fn =f), 


i.e. the p-th generalized symmetric derivative’ of f(u) at the point x, provided 
that this last value exists. 


PROOF. For an arbitrary series ae the (A)-sum and the (C, 4)-sums 


m0 


are defined, as known, by the formulae: 


@ @ 
A a . 1 
(5. 8) ( noe Um == lim >> r™ Un, 
m=0 r+>1-0 m=0 
(ee) ( -1 
7h _ (m+a m-+Aa—k 
(5. 9) OS = lim | T ] D> beds Ue. 
m0 m—> oO k—0 Ms k - 


1. By applying (5. 8)—(5. 9) to 
cos D > 2a,(x)(2n: 1) *+sin a}, 2 26,(x)(2na)“, 


'* (5.5) and (5.6) imply plainly the classical integral representations in the theory 
of Fourier series (integrals of Diricntet, Feyér, Poisson, for sO} 


As well known, Sy), fia (x),... and fi1)(X), fig) (X),... are successively defined 
by fy () =p! him (2h?) [(f(x + hy —P(h)) + (—1)"FRX—A)—P(—A))]_ swith P(t) = 
\ 1 
> fon v! — Cf. e. g. [35], p. 357. 


DIFFERENTIATION AND INTEGRATION OF COMPLEX ORDER OF FUNCTIONS 89 


we get formally the integral limit expressions in (5.5)—(5. 6) at once; in the 
last case, fhe inversion of the operations summation and integration is clearly 
justified, provided that the occurring (A)-sums exist. 

Now we may observe first that >'2a,(x)(2n2)* and >'2b,(x)(2n2)° 
are both summable (C, 2) or (A) in the common part of the corresponding 
summability regions of these series, and secondly that the resulting sums 
must be holomorphic for o>y, and o> ya, resp., and hence they furnish 
the analytic continyation of f(s, x) and f(s, x). By (4.5), herewith (5.°5))(5.'6) 
are proved. 

It ©” '2a,(x)(2na)* and “” '26,(x)(2nz)* exist simultaneously at 
a point s,—o,+it, of the line o—y,, then — by a well-known Abelian 
theorem’ — we can write 


Di = OS 2an(x)(2n2) "= lim f(o+it,, x), 
o>aot0 

d= 0D 2,(x) Qna)" = lim Fo+ity, v, 
oot 0 


whence 


Fis\(x) = lim W(o+it,) = cos = ear + sin De 
o->09+0 
2. By (5.6), we e have for o>ya (cf. (2.7), (2.8), (2. 13)) 


Fis\(x) = a (nn 


+, sin aes sa] — &.35(X) 
and therefore, for s——p=0O integer, ys>—p (cf. (3.3), (3. 4)) | 


5 | cos [2nex— ss + 


(6. 10) 


co YS! 2c, cos 2naex-+ fy sin 21203) if ‘p =O, 


n=l 


S22n2)" |encos(anarx+% 2) + a sin(Qnaex +5 “| 
ri fe puppet & 


If fi (x) exists, it necessarily gives the value of the right-hand (A)-sum, 
by a theorem of GRONWALL and ZYGMUND on differentiated Fourier series.” Q.e.d. 


4. We lay particular stress on the fact that, by the theorem just proved, 
Fis\(x) generalizes DE LA VALLEE-POUSSIN’s ey cee derivatives (and thus 
also the ordinary ones) for s=0, —1, —2,.... Concerning the characterization 


65.11) fin) = 


18 Cf. [12], p. 44. 
19 See {35], pp. 257—259. 
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of the W_,-derivative fi-»(x) (p=0,1,...) we remark that 1. if n=@ 
p=—yp, then, by a theorem of PLESSNER,” there is an integer g>4-+ 1 such 
that fi-»(x) = F(x), F(u) denoting a primitive of order large enough of 
f(u); 2. by recent investigations of BOSANQUET and certain results (of other 
type) of OBRESHKOFF, the necessary and sufficient conditions are also known 
in order that a selies obtained by differentiating a Fourier series formally 
p-times should be Cesaro summable (in some or another order)." — It may 
still be noted that some deep theorems of MARCINKIEWICZ arid ZYGMUND™ 
enable us in certain cases (under supplementary restrictions of boundedness) 
to conclude from the (A)- or (C,2)-summability of a trigonometrical series 
on a set E of positive measure to its (C,4)- and (C,4-+-) (¢>0)-summabi- 
lity, respectively, almost everywhere in E. 

5. As to the constant y,, this can be calculated by the well-known 
explicit formulae* for the (C,4)-summability abscissa o” of an ordinary 
Dirichlet series Yd,,n-*: 


___ log| > (e—n)*d,,| 
(5. 12) 6?) — Tim —l"<e iy, 
ero loge 
if 6 >0 and 
(5. 13) 6% —limutlog| > d,e"8"” “(u—log ny" 
> OO log nu 
in any case. ‘ . 


It may be useful the following estimation, too: if fi,,(x) and fip-1)(x) 
(p =1) exist simultaneously, then 


(5. 14) ws—(P—1) — (>); 
this follows immediately from the theorem of GRONWALL and ZYGMUND which 
was applied at the end of the above proof. 

On the other hand, considering the fundamental facts on summability 
abscissae, we get 


(5019) max (, @)= yas lim», 
A+ o 


where «= (x) and @=«(x) mean the so-called regularity abscissae for 
(4. 2) and (4. 3), respectively, i.e. the lower bound: of the abscissae o* such 
that f(s, x) and f(s, x), resp., are regular for o>0"*. 


20 Cf. e. g. [35], pp. 260—261. 

*1 Bosanquet [2], [3] gives a criterion which reduces the problem of (C)-summa- 
bility to that of a Fourier series; this requires an extension of the Lebesgue integral 
(“C, L-integrals”). Opresnkorr [25] generalizes a theorem of Harpy and LittLewoop, using 
the analogue of Cesaro means for integrals. — For the corresponding problem for (A)- 
summability cf. [24]; we also refer to [34]. 

22° See [17], Th. I,. II. 
#3 See [12], p. 45 and [16], p. 195, resp. 
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§ 6. Analytic continuation in the s-plane by means 
of the integral representation 


1. The .integral (4. 4) exists, as well known, for o>1 and by (3.5)—(3. 7), 
(3. 3)—(3. 4), resp., in the cases o—1 or s=0,—1,..., too. Otherwise it 
cannot exist, however, for all f(u)€L(0,1), since 3,(u) becomes then infinite 
for u-++0, namely as u*-! (cf. (3. 7)). 

Next we shall investigate, by what means the integral in question can 
be used to continue analytically W(s; f,x) and herewith to determine fj,)(x) 
to the left of o=1. 

The easiest result of this kind is 


THEOREM II. /f f-)(u) (p=1) exists and is absolutely continuous in 
O=u=1," then f(u) is W.-limitable for o>—(p—1) at any u—x, namely 


(6.1) fia) = } f(D) 3ein(t)dt— 3.2) | Fat (Ger (p=1)). 


‘PRooF. Integrating p-times by parts we get first for o>1 (cf. (3. 5)) 


(6. 2) | Fe—2)3.(Dat = | FO —1) Banl(t)dt, 


since our assumptions involve [f@-)(x—t)3.:x(t)]izo =0 (K=1, 2,..., p). 

Now, the second term of (6.2) is regular for o>1—p (cf. (4.4)) and 
thus gives the analytic continuation of the first term to this half-plane. Hence 
(6.1) follows at once by the definition of f(x), considering that 3,(x) is an 

entire function of s. 

2. To obtain sharper theorems, we need the following 

THEOREM III. Let OSa<b<o and a (real or complex) function g(u) 
(a<u<b) be given. 

1. Jf a>O and g(u)€L(a, 6), then the integral 


(6.3) J(s) =} g(uyu'du 


a 


exists and is analytic for all s, moreover its all derivatives may be obtained 
by formal differentiation under the integral sign, i. e. 


(6. 4) J(s) =| g(uu log’u du (v= 172) ...). 


24 Especially, if f'”)(u) exists and is bounded in [0,1]. — The continuity at u—0 
and u—1 is to be taken on both sides, since f‘?-(u) has also the period 1. 
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2. If a=0 and there is a constant s,=0)+it, such that (*) g(u)u%€ 
€ L(a, b), then (6.3) is regular and (6.4) holds in the half-plane o>). 


Proor. 1. Assume a>0O; let s be an arbitrary (fixed) point and s+A 
another point in the neighbourhood of s. We see immediately that g(u)u’, 
g(u)us” and g(u)u*logu belong to the class L(a, 6) for all s. 

We write’ 


b 


a—/8t o ae) —|e (u)u' log udu = Jew uw ee 


a a 


tog u)du— 


(6.5) - 


b 


= A | g(a) ee (log u)? +4 (log u)*A+--: du 


By putting M = max (jloga|, |log |), we have for |h|<3/M 


S|log ul”. ‘eit M |= meee 
pet arte (1+ 2 fale APE 5 <-MIAT” 


and consequently 
b 


14 = Eat 7) etolrdae 


Mh. 


whenever |h|<d = 0(e) (<3/M). 
This proves that /’(s) exists and 


(6. 6) JI'(s) =| g(u)u logu du; 


hence (6. 4) follows simply by repeating the argument. 


2. If a=-0 and (*) is fulfilled, it is plainly enough to consider the case 
6<1; s and s-+-A denoting two points of the domain o>o,, the existence of — 
the integrals in (6.5) is a consequence of (*). Now put (6.5) in the form 


b 


(6. 7) 4= A | etude 1p 


‘ldu 


where 0<n<0—0,. 
The non-negative function e,(u) =u" |log u|” (u>0), e(0)=0 is contin- 
uous for O=u=6 and easy calculation shows that max e,(u)—7 "(7/e)’ . 
0=usSb 
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Using still Stirling’s formula, we get the estimate 


ee 1 Ae eI JAl\"* 
| : n-2 | Let 
e ogul = W\ 7 Ses ed (4) 


(O< = by 97253; 


K>0 denoting a constant which is independent of A. 
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my 


Thus for |h|<7 the sum of the right-hand series in (6.7) does not 


exceed K/(7’—|h|n) in absolute value and 


Kin i, 
ith lew du; 


l4|S5 


since the last expression is arbitrarily small for |f| sufficiently small, we 


obtain (6.6) with a—0. 
The proof can be completed, as before, by induction. 


3. Now, we establish first 


THEOREM IV. For any fixed x the integral 
1 
(6. 8) Jf—t)y(t)dt with 3(t) = 3.0)" 
0 


exists in the whole s-plane and yields an entire function of s. 


Proor. The existence for all s follows at once from (3. 5)—(3. 7). 
If o>1, we write 


6.9) [feat = WO) +3.) | Mat—L)" [FoF at; 


since the last term is, according to Theorem III, part 2, regular in the half- 
_ plane mentioned, the integral on the left has certainly the same behaviour. 


In what follows let <2. 
Then the difference 3,(¢) permits the representation” 


=F LY CED L6+ E+ D+ 


(6. 10) ; nidill | 
+5 T(s)"(1—s)(2—s) 2 J {v}(I—{o}) (+f) "de 


25 We apply an integral formula (valid for 9 >—1) for ¢(s, u). — Cf. [19], p. 146, (2. 4). 
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where {r}—v—l[v] means the fractional part of r. Therefore 

1 1 

; ee. ores | a 
[fa—t)i(dt= 51 (sy | fle—ty(t+ 1)" 'dt— 
0 0 


0 
1 


(1D, 2 ey a COE 9 (fet yiat + 


+ SLs (1-3) (2-3) > | foe—1) ud—narmsty*da| dt, 


ci 


the term-by-term integration being justified by 
1 
(6. 12) || w(i—u)(u+-m+t)*du| =m" Ostsljem>=f 2-2 
0 


The second and third term of (6.11) are entire functions of s by Th. III, 1. 
As regards the last, we mention first of all that the series involved is uniformly 
convergent in any half-plane o=2—e (e>0) by (6.12); on the other hand, 
expanding the m-th term into power series of the form >’c,,, ,(s—3)”, we find 


this series convergent and its sum analytic for all s. Thus (6.11) implies the 
1 
regularity of | f(x—t)3,(t)dt fOr d= 2. 10g. (eo a. 
6 
The theorem just proved has remarkable corollaries. 


THEOREM V. 1. Jf s#0,—1,..., the integral 


(6. 13) W(s; fx) = | —1)13)— 3] at 
exists if and only if 


(6. 14) w(s; f, 8, 0) =| f(x—t)t dt 


exists with an arbitrary 0€(O,1]; from the existence of (6.13) for an x and 
$= $)(+0,—1,...) follows its existence and regularity for o> (s)). 

2. In order that f(u) should be W,,-limitable at u=x, it is necessary 
and sufficient that I'(s) 'w(s; f,x, 0) can be “analytically continued up to s) on 
the right” in the sense given more precisely in (4.5) for W(s;f,x); here 
O>0O may be chosen as small as we please. 
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3. (Localization principle.) The existence of Sis}(x) depends at most on 


the behaviour of f(u) inan arbitrarily small neighbourhood to the left of 
x," 


Proor. We can write for o>1 (cf. (6. 9)) 


| W(s; f, x)—I'(s) ‘w(s; f, x, 0) = 
(6. 15) a aR P(sy"| f(x—t)t'dt 


(0<d=]}); 
on the right, the first and third integral exist and all three terms are holo- 
morphic for all s because of Th. IV and III, 1. Hence for s0,—1,... the 
integrals (6. 13), (6. 14) exist simultaneously, and, if the first and consequently 
the second exists for an x and s—o,+it, (#0,—1,...), (6.13) must be 
analytic for o>0, by (6.15) and Th. Ill, 2. 

Herewith Th. V, 1 and V, 2 are established, while Th. V, 3 is an obvious 
consequence of Th. V, 2. 

4. We add an extended pendant of Theorem II: 


THEOREM VI. Assume that f')(u) (p =0) exists and is bounded inO<u<1. 
1. Then f(u) is W,-limitable for o>—p ut any u=x and we have 


fia(x) = | FC) Been (x— Cat —Bo(x) | dt + 
(6. 16) 0 6 


+E Bae} (0> =p). 


2. If, besides, f'(u)€Lip-6 with an exponent 0<@<1 at u=x, then 
f(u) is W.-limitable for o>—(p+9) at this point and there holds 


: : 
fig) = | [f(X—1)—F (x—0)] Bernt) dt—Ba(9) | (Oat + 
(6. 17) de 9 
+ 2, Bon) [FO?(+0)—F* 91—0)] (o>—(p+9)). 

For p=O the sum in (6.16) and (6.17) is to be taken 0. 

Proor. By our assumptions f‘(u) is not only measurable, but also 
L-integrable in (0,1) (for p=0, f(u)€L(O,1) is a preliminary condition) 
moreover (*) f@(x—t)f’€L(0,1) with any s,>—1. 

26 This remark does not concern, of course, the value of fig? which for 


s#0,—1,... depends plainly on the whole function f(u) QSu=!1); Th. V, 3 corresponds 
to some extent to Riemann’s localization theorem for Fourier series. 
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1. Supposing o>1, we have the formula (for p=1 by partial integration) 


[13:6 —Dat = ¥ Ba OFO(+0—F"(1—0)] + 
(6. 18) 1 
+ {$0 Ben—Oat 


Considering the last integral in the form 


[f@—18s0(f)dt = 


(6. 19) 
aie (x—t)geu(t)dt+I(s+p) |f2@—-1) Pde 


we see that the first term on the right exists for all s and it is an entire 
function by Th. IV, while the second integral exists and is regular for o> —p 
by (*) and Th. Ill, 2. 


1 
Thus (6.18) yields the analytic “continuation of fiss(X) + 30(2) | f(a 
0 


for o>—p (p=O,1,2,...), and (6. 16) follows. 


2. If [f'?'(x—t)—f'” (x—0)|f° is bounded for ¢>0 small enough, then 
it is plainly L-integrable in O<f<1 and hence, in addition, 


(6. 20) [f(x —f (x OF "* ELO, 1) 
for every ¢>0. 
Now, by (3.8) we can write for o>0 
1 1 


(6.21) JF) Bee —Adt = | [F(A —fFP C—O] Bain (t)at 


0 

and, splitting up the last integral in two parts, as before under (6.19), the 
use of (6.20) together with Th. III, 2 and IV shows that the right-hand side 
of (6.21) exists and is analytic for o>—(p+ 4). . 

Therefore (6.16) remains true also for o>—(p+6) if we replace the 
first right term by the integral just mentioned, and this proves (6.17). 

5. We mention that, being arbitrarily chosen a half-plane o>o, anc 
a point x€(0,1), Theorem VI enables us to give simply any number of func- 
tions f(u) which are W,-limitable for o>0, at ux; the Lipschitz conditior 
in Th. VI, 2 effects a kind of “interpolation” between conditions of existence 
of successive derivatives. — However, the properties required here are only 
sufficient for the existence of f{.[x], as against Th. | and V. 
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Let still be noted the special case where f(u) is a polynomial Px(u) 
of order N in (0,1); then (6.16) becomes (cf. (3. 8)) 


(6.22) [Px(hn(e) = D Soin @)LPF 0) — PSI) —8, (a) | Pr (Oat 


valid for all s. 


§ 7. W.-limits and /,(x); “zeta-like” representations 


1. The case 0<o=1 and the connection with WEYL’s fractional integral 


(7.1) folx) =O)" | fe—ty tat = F(6)" | f(t)(x—t)""at (0<6<1), 
where ; pe 


1 
(7. 2) | fat—0, 
0 
require special interest. — About this we now get 


THEOREM VII. 1. Jf s is given in the strip O0<oX1, the formula 


[fe—B.()—3.(0]dt— 
(7. 3) 6 
HS ON 2Qn(X) 
2 #1 (2n2)' 


— cos sins 69 2X) bn(x) 
2° SAQaa) 


1 


(4>0, arbitrary) holds at all common Lebesgue points x of f S(x—t) 8, (t)dt 
0 


1 
and | F(x—t)Q,(t)dt*® and consequently almost everywhere; the right-hand 
0 
series even converge for almost every x. In particular, (7.3) is valid for all x 


whenever o=1 and, besides, with convergence for s=1. 
If. (7.3) holds for an x and s=S), then fis(x) exists and has the value 
(7.3) with s=s). 
2. Suppose f(u)€ L'(0, 1) (q fixed, 1Sq=-), L“(0, 1) meaning B(O, 1).” 
27 Cf. [35], p. 224. 
8% Cf. (3.9)—(3.10). — A point x is said Lebesgue point of g(u)€L(0,1) if 


“ath 
| le@—g@)|da=o() (> +0). 
x 
29 As usual, L2 denotes the class of measurable functions f for which |f|* is L-integ- 
table and B that of bounded L-integrable functions, resp. 
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Then (7.3) is valid for all x with convergence instead of (C, 4)-sum- 
mability, if only o>1/q; at the same time, f(u) is W.-limitable at any x for 
o> 1/g, namely 


1 
| ‘ 1 
(7.4) fins) —|/0—D13.0—3.0)]4¢ (o> +). 
0 
In case goo, the fraction 1/q is to be replaced by 0; on the other hand, if 
g=1, (7.4) holds on the limiting line o =1, too. 
6 


3. If the integral in (7.4) or | f= it (0<6 1) exists for a given 


0 
pair of values x€(0,1),s=s,=O)+it (0)<1;5,~0,—1,...), then fis(x) 
exists for o>0, and (7.4) holds on this half-plane. 
Furthermore we have 


fn) —=Loy' > | Fo —Hllm+ 9 —(m +3)" Jat = 
(7.5) 4 


foe} 


=F) {fae —( +x" Qat — (@<0<1);” 


0 
in particular, when (7.2) is also fulfilled, 
(7. 6) Sie (x) = fe(x) (0<4,<@<T); 
provided that fo,(x) exists. 


Proor. 1. Let 0<o=1. 
The integrals 


Ga D,(x) = flx—HBHdt, B(x) =| f(x—H Oat 


are resultants of two periodic functions €L(O, 1) (cf. (3. 9)—(3.10)); hence 
they are also L-integrable and exist p. p. in O<x<1. Furthermore,” as easily 
seen, the right series in (7.3) are the Fourier series over (0,1) of ®,(x)— 
—a@}.(x) and ®,(x)—e@Q,(x), respectively. — Hence, by the extended - 
summability theorem of FEJER—LEBESGUE,” we have (4 >0) 


NS i 
D,(x) =” S'2(2nz) * (a, cos 2nx + B, sin 2nzx), 
n=l 
(7. 8) ‘ ey 
@,(x) = © 2 2(2nz) “(an sin 2n2wx—P,, cos 2nztx) 
8° Here and below, [f] denotes the greatest integer =f. 


Ci. @ g. [13], P10, In. as pe es. li eo, 
$8 See e.g. [35], p. 49, Th. 3. 31. 
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in all Lebesgue points of ®,(x) and ®,(x), resp., and thus, by (3.1), also 
(7.3) in the common part of the sets in question. The points x€(O, 1) at 
which (7.3) does not hold, form clearly a null set, since, as well known, 
almost every x is a Lebesgue point for any L-integrable function. 

Observe still that n-* (n =1, 2,...) with o>0 is a quasi-convex sequence, 
so that a lemma on the so-called convergence-factors can be applied; we 
see that the (C,1)-summability p. p. of the Fourier series of f(u) (over (0, 1)) 
and that of its conjugate series, together with the well-known estimate (p. p.) 
o(logn) for their n-th partial sums, imply the convergence of }2(2nz) ‘a,(x) 
and 2(2nz) °b,(x) almost everywhere. 

If o—1, $(t) and O,(f) are bounded in O0<t<1, by (3. 5)—(3. 7) and 
therefore, by a proposition on resultants,** ®,(x) and ®,(x) are continuous 
in O<x<1. Hence (7.8) and (7.3) are now valid for all x€(0, 1); the asser- 
tion on convergence for s—1 has been established before (cf. (2. 11)). 

If (7.3) holds for a fixed x and s=s,, the use of an Abelian theorem 
for Dirichlet series. (cf. *) yields Set 


Sis(X) = lim Joos 8 Ne 7 2a (x) +-sin IS (C,1) Seal) os 
o> Oo+ 2 n=l (2n3 7) =| (2nx) 
US (C1) 2an(X) in ‘i G1) 26, PACE 7m 
(7. 9) = cos" oy aal @nn)* +s 2h) me 


= |fe—0184(0—B00)4t 


2. Assume f(u)€L‘*(0,1) with 1<q<oo. 
We now use the following deeper result on the validity of Parseval’s 
telation:® if g(u)€L7(0, 1), p(w) EL" (0, 1) (1<9,9’< 3 1/¢+1/q' =1), both 
periodic with the period 1, and 


p(u) ~ Ap +2 > (A, cos 2nzcu + B, sin 2nzu), 
n=l 


(7.10) ¥ 
| l(a ~ An (Ar cos2nzu+B,sin2nau), 
n=l 
then 
‘ @ 
B?.11) | o(aypydu=A,A, +2.) Andi + BB) 


0 
with convergence on the right. 
33 Cf. [35], p. 58. 


44 See [13], p. 11, Th. 5. 
35 Cf. [35], p. 154, (IV). 


ees. 
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Putting the functions f(x—u), %.(u) and f(x—u), Os(u), respectively, 
instead of p(u), y(u), we get for any x€(0, 1) 
1 
[reo dt— DX 20202)" cos 2nax+ 8, sin 2nzx), 
n=l ’ 
Clo) ee 
[J fa—pounat = >) 2(2n2) *(@, sin 2n2ax—, cos 2nzx), 
n=! 
if only ¥,(u) and Q;(u) belong to the class L' (0,1). But the last restrictions 


are equivalent to u?°-” € L(0, 1) (cf. (3. 5)—(3. 7)), i. €. to eal igs "—1/q; 
Spassduke Ye (7.12) and the corollary 


ng US St Blin(X)* 1 FES St Une 
(i213) fren 3s(x)]dt = cos 5 SES + sin 3 Senay 


hold fee all x€(0,1) when s satisfies (*). 

As regards the case goo, we take into account the fact: the above 
conditions for y(u), w(u) (involving the conjugate Lebesgue classes L’, L') 
may be replaced by |g(u)|log* |m(u)|€L(0,1) and w(u)E€B(O,1).* If o>0 
and f(u)€B(0,1), this praemissa is satisfied (by f ‘log (1/t)€L(0,1)) with 
plu) = B(u), pu) =f(x—u) or p(u) = Qu), Y(u) =f(x—u), and_ there- 
fore (7. 12)—(7.13) even remain true for x€(0,1),0>0. — Finally, the case 
qg=1, i.e. that of f(u)€L(0,1) with o>1, is well known from § 2. 

The part 2 relating to W,-limits ie at once from the results just 
obtained and the last remark in Th. VII, 

3. Suppose that the integral (6.13) or 6 14) (with any fixed d€(O, 1}) 
exists for an x and s=s,=0,+it (0)<1; 50, —1,...). Then W(s;f, x) 
is regular and equals fj(x) for o>0,, by Theorem V, 1 and according to 
the definition. 

Consider now the formula (o>1; O<x=1, 0<t=1) 


(7. 14) G(s, t)—O(s, x) = Sms" —(m +x)". 
For o2e>0, |s|S0, m=2o0>2 we have the estimation 
|(m+-t) °—(m+x)°|=—(m+x)” 1—[1— x4) =" 
(7. 15) ees «tS as eae m+x} | 
=em-> 1 > = es +o- _ me yy 320m 


36 Cf. [35], p. 154, (V). — logt|p| means log |p| for |g|>1 and 0 otherwise. 


DIFFERENTIATION AND INTEGRATION OF COMPLEX ORDER OF FUNCTIONS 101 


and since ¢(s,t)—C(s, x) is an entire function of s, (7. 14) is plainly valid 
in the half-plane o>0. 


Therefore 
(7. 16) 36) —3:0)=L(9)* 2 [m+ 1)! (mn +-x)"7) 
iz (G2I" 02x31, 0<f=1) 
whence 
|fe—D 3.) —3.@)Jat = 
(7. 17) 


=e ry > Jro—oun ft) tt —(msp x) ildt  “(o,<to=0), 


the term-by-term integration being justified by dominated convergence (cf. 


7.15)). 
(7.5) follows from (7.4) (with o>0o,) and (7.17), using still 


m+1 


fx—o)"—(e] +x) dv 
" (Wi==0, 1y2,7- <)> 

Lastly, in the case when the mean of /f(u) over (0,1) vanishes, (7. 5) 
becomes for s,=6,>0, s=0>0 ; 


[e—1n+9" '_(m +x) dt = 


fia) =F)" > i flx—t)(m+t)'dt—=fulx)  0<@<9<1); 
oe 0 
‘this holds if the integral 


1 
| f(x—1)3y,(¢) dt = fo, (x) 
0 
exists. Q. e. d. 
; 2. It is worthy of attention that (7.4) connects two special results on 
Fisi\(x) previously obtained, namely, that it exists and can be represented by 
the integral in question 1. for o>1 if f(u)€L(O,1) and 2. for o>0 if flue 
€B(O,1) (cf. (2.11) and Th. II, 1 with p—0). The classes L*(0, 1) occurring 
in Th. VII, 2 build plainly — so to say — a bridge between L(0,1) and 
B(O, 1). 
(7.5) is, as we have seen, an extension of WEYL’s formulae (7.1) to 
complex suffixes s-and to arbitrary L-integrable periodic functions f(u); if 
1 


| f(Qat# 0, the convergence of the series and integral (7.5) is saved only 
0 
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by the supplementary terms (mx) ' and ([f] +x)" ’, respectively, issued from 
3,(x) in the integral (7.4). — For f(u)=—1, (7.5) is equivalent to the 
formulae” 


(7. 18) C(s, = Siar Oren | 


© O<ds1y 
(7.19) C(s,u) =| (+a) —t at | 


and thus it may be regarded also as a generalization of these. (7. 19) becomes 
for u=1 


(7. 20) c(s) —{ «an +1)'—f}dt=s|(—r'dt <<!) 


which is the simplest integral expression of the Riemann zeta-function in the 
critical strip.* 


§ 8. Extension up to next singularities in the s-plane by power series 


1. According to Theorem V, 2, the possibility of analytic continuation 
of fis(x) to the half-plane <1 depends merely on I(s) ‘w(s; f,x, 0) (0<0=1), 
especially on I'(s) ‘w(s; f, x) with 


(8. 1) HOF iye =| fixe at (o>1). 


Expanding this function into power series in the neighbourhood of a 
point s, of the half-plane o>1, its circle of convergence reaches as far as 
w(s) remains regular, so that we obtain another valuable way to the extension 
of fis}(x). — We begin by showing that, in this regard, ’(s)' may be replaced 
by sinzcs; incidentally, throughout this and the following section, only the 
minimal condition f(u)€L(O, 1) is assumed. 


THEOREM VIII. 1. For x fixed, fis(x) is analytic at a point s of the half 
plane o=1 if and only if sinns-w(s; f,x) is regular at this point. 


2. Let ss=0)+it,) be an arbitrary point with o,>1. f(u) is W,-limjtable 
at any u=x< in the circle |s—s,|<R,, with 


(8. 2) R=R(x) = ti igre)’ 


a Cho € Retell. Di e0e, 
88 See e. g. [31], _p. 14: 
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OF = Q(x) = x) f(x—t)t"[e* (log t + i)” — e™ (log t—ia)"]dt= 
(8. 3) : 


1 


Vv v ; f ; 
=S(i)2 sin [73+ &2)[fa—neMlogty “at (One i: 
0 
and we have 


fin) = FAs) S S— 9" Q(x) 4 | for—s(dt— 
(8. 4) ¥ 0 


1 


—80(x) [fat (|s—s|< Rs,)- 


3. Denote $2 the lower bound of the abscissae o* such that fis(x) is 
regular for o>o*.” It holds the formula 


(8.5) Boog,— . inf. Roe 


-O<I< 


Proor. 1. Using the functional equation I’(s)’(1—s) = zcosec 1s, we 


can write 
(8. 6) I(s)‘w(s; fx) =(1—-s) P01 — 9) EY 


since (1—s)/’(1—s) is for oS1 analytic and 0, the assertion follows at 
once from Th. V, 2. 
2. At any point s of the half-plane o>1 we have from Th. III, 2 and (6. 4) 


: 1 
(8. 7) w(s) =| f(x—dt (logt)’dt = (~=0,1,...), 
0 

so that the coefficients of the Taylor series of sinzs-w(s) near s,=0+i/t, 
-(G>1) are 
aeie® ay ‘ Pay (9) ee” 

Ai, == +I [sin z7s-w(s)]s—s, = 
em a) een, orn nh ee 
bp (A (sin 208)s=sW" ”'(S) = 5 Q;,. (v=0,1, 2,...). 

The expansion 

(8. 8) sin s-w(s; f, x)= >) 289 (5s) 


39 Thus, in any case, £21; on the other hand, if Fi is an entire function of s, 
we must have Q =—oo. — Plainly holds £2<max (o, @) (cf. (5. 15)). 
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has, by the well-known formula of CAUCHY—HADAMARD, exactly the radius of 
convergence : J 


(8. 9) r,—( im | 1Q%)) 


and therefore (cf. (6.8), (8.6), (8. 8)) 


pemmenie f(t)dt+ 


ees par enice a whe +-3,)" 


for |s—S)|<R,, o>1. 

Since each term on the right is regular in the whole circle |s—s,|<R,,, 
we get (8. 4). 

3. As easily seen, inf _ Root gives the “minimal” distance of the sing- 


ularities of W(s) = Fi) “from. the line oo, and £2 the “maximum”’ of the 
real parts of these singularities. 

Considering the cases £2=0 and £2<0 separately, it results alike (8. 5). 
Q. e. d. 


2. Concerning Th. VIII, 2 and VIII, 3, let us emphasize the role of the 
nase transforms in : =)% 


(8. 10) =" (= |fe—or (log t)"dt = (—1)” je f(x—e"“)e™du 

(vy =0,1, 2,..5)9 
obviously, in any case when these integrals can be evaluated or their asymp- 
totical behaviour for yoo can be completely determined,” the application 
of the theorem just proved yields special informations about the singularities 
of fis(x) in the s-plane. 

We mention herewith two simple examples. 

1. Let f(u) =(x—u)" (OSu=1; u+ x), u denoting a complex number 
with 3t(“)>—1 and the power being taken with its principal value; we mean 
f(u) periodically continued to the adjoining intervals of length 1. ! 

Easy calculation gives 


} o 
es =e [ ¢*** og t)’dt = hy [urethra y a 
(8. 11) 6 | 
| peat 
(u+2+ir)”™ 


40 Cf. e. g. [5], Vole 1, pp; 45—52. 


(y=0,1,...), 
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v- s] 
a > foal Qnt1 _v-(Qx+1) 
Qarie = chat ( 1)" ss + iJ Vosic . 


; - 2 x{ V Qe  v-2x 
+ishat me (—1) (7,)2 dae = 


(8. 12) eae 
ola el tis < x(70(u+2+ir)y"™ 
eatetieyt vie arava TEES Wc © 
: x (a(u + 2+ ir))™ 
ONES yeh (2)! “ty 
and so 


Pe oie ft 80.1.2, - 
ae oe 1 2% Age DS) ? 
e-*) (Rosie) _ V3 | Qerir| f otherwise. 
Therefore (cf.- (8. 5)) 


(8. 14) Q=2— ink Roy 


-O<t< © 


ee if w+-0,1,2,..., 
* (oc for »=0 integer. 


In other words, x being given, the function in question is W,-limitable 
at u=x for all s if ~—O,1,2,...; otherwise it is W,-limitable for o>— R(u) 
and each strip —R(u)—e<oS—R(u) (¢>0) must contain at least one 
singular point of the W.-limit as a function of s. 

In fact, even more is true, owing to the favourable circumstance that 


“now |f@—ae'at can be evaluated. We obtain namely 
0 


B15) [—w)"nO)= LO)" +4) — 3.) + I) +] flat, 


‘and this holds, by the principle of analytic continuation, for every s which 
is a regularity point of roy ctw. Thus it follows that [(x—w)"]f(x) 
(R(u)>—1) has, no singularities in the s-plane for “2O integer, and the 
only singularity s——vw for mu non-integer, the last being a simple pole with 
residue '(—p)"'. 

Note that Theorem VI is also applicable if R(u)=0, (6. 16) and (6. 17) 
furnish representation of [(x—vw)"]{)(x) holding in the whole s-plane with 
u—O0O,1,2,... (cf. (6.22)) and for o>—(u) with  non-integer, respectively. 

2. Let f(u) denote an arbitrary bounded function (€L(0,1), having the 
period 1): |f(u)|SK in O=u =I, say. 
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Then, using the first expression in (8.3), we get 


1 
| Q@ré| Ke" | t(\log t| + 2)"dt= 


She n|t| m(t \ Jew du < Keg omy), 


hence | 
. Ly a | K once 2)\” 1 
(Rouy' = > Tin [Fe =, 
hy Ep 
(8. 16) Reyis 2 (—o<t< co), 


In virtue of (8.17), a bounded function is W.-limitable at any x(€(0, 1)) 
at least for o>0; a result which is involved by Th. VI, 1 (with p—0) or by 
(7.4) (gcc) and by Th. VII, 2 (with o,—«>0, arbitrarily small), too. 


§ 9. Further continuation by Borel, Le Roy, Lindeléf, 
Mittag-Leffler summation; determination of the principal star of 
J(s, x) and f(s,x) by a method of M. Riesz for Dirichlet series 


1, The most important summation methods to continue (beyond the circle 
of convergence) a function represented by power series are due to BOREL, 
LE Roy, LINDELOF and MITTAG-LEFFLER. The (B)-, (R)-, (L)-, (M)-sum of an 


arbitrary series >, ‘m are defined, as well known, in the following way: 


m=0 


@ cm @ 

B ¢ GE S - —s 
> >S One lim (e gi Vin =| = lim E = (Ie) ry 

m=0 mM! Sy 


m= aol +>+o £>++@ 
(9. 1) m m-1 ge 
Vn = > ve, fe a 
= fo k! 
(9. 2) Shock impedrtcll tA. 
m= —s r—>1- 0 mmo m! i 
(9. 3) OS», = lim nf ve +d, mrimrn|, 
m=(0) m1 
(9. 4) ans Um = lim >i ah dm) "vn, 


m=0 b>+0 m=O 
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whereby the convergence of the right-hand series is assumed for E>0, 
O=r<1 and for d>0, respectively.” 

Using the fundamental theorems on the summability region of a power 
series in case of the methods (9. 1)—(9. 4),” and the fact that the singularities 
of the sum of the power series in (8.4) coincide with these of Tis\(x) = W(s) 
(cf. Th. VIII, 1), we obtain from Theorem VIII immediately 


THEOREM IX. 1. Let HT denote the Borel polygon of fix in the s-plane 
with respect to s,=0)+-it) (6)<1), i.e. the common part of all open half- 
planes containing s, whose frontier passes through a singular point P of 
Fis\(x) and is perpendicular to the vector from s, to P. — Then f(u) is W.- 
limitable at u=x for all sé I, namely 

1 


fia) = 2" FIs). S— 8M Qe) + | flx—Ha(at— 


y| 


(9.5) : 0 
— 84(2) | dt 


where Qs, is given by (8. 3). 

In particular, if fi.(x) has only one singularity s,—o,+it, (0,=1), 
(9.5) is valid in the half-plane o>2 (=09,).* 

2. Let us replace the (B)-sum in (9.5) by an (R)-, (L)- or (M)-sum in 
the sense (9.2)—(9. 4). — The arising representations hold for all s in the 
so-called Mittag-Leffler star S of fis(x) with respect to s,; X is defined as 
the part of the s-plane got after leaving the singular points P of fi(x) and 
‘the straight-lined continuation of every. vector s,P beyond P. 

3. The (8)-, (R)-, (L), (M)-sums in question exist uniformly throughout 
any bounded, closed part of the corresponding summability region, i.e. of II 
and &, respectively. 


2. Next we remember that, in 1912, M.RIESZ gave an extension of 
MittaG-LerFLer’s method for general Dirichlet series 


(9. 6) Me Ame” (0 Shns Am+1 } hn —roo), 


m=0 


41 Cf. [10], pp. 77—80; for (9.2) see also [15], pp. ss a ae The three methods 
(9. 2)—(9. 4) have the remarkable property they sum 22” to (I—z)~ for any z except for 
the part (1, co) of the real axis. (Cf. still [10], p. 197.) 
42 Cf. [10], pp. 187—191. 

43 Cf. Th. VIII, 3 and the example 1 after Th. VIII. 
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which will be called (MR)-summation and is based on the sum definition 


(9. 7) on > 4, e hms =lim drt oayy" sAceiet. 


m=0 


((9. 7) becomes for 2» == m the (M)-sum of a power series.) 

The results in question of Riesz“ permit to determine — f(u) and x 
being given arbitrarily — the most right-lying singularity of f(s, x) or f(s, x) 
(cf. (4. 4)) on any “horizontal” line r+, of the s-plane, and so to turn 
out effectively their principal stars; any of these star-regions arise, as known, 
by striking out from the plane each singular point of the function together 
with the horizontal half-line from it to —oco. Moreover, we obtain limit ex- 
pressions for f{(x) holding throughout the common part of the principal 
stars of f(s, x) and f(s,x) and an integral representation valid in a domain 
’ approximating this common part as well as we please. 

We use the following notations for the “(M&)-transforms” of 3,(u), 


f(s, x) and f(s, x): 


2 cos [2a-1x— | 


(9. 8) M(x, d) = LY F(1 +d log ny! 
n=l (2nzt) 
(9. 9) W(s,x, 8) = > +d log ny? 2) 
(2nay 
(9. 10) H(s, x, 8) = > P+ d log ny! 29 
ye! 2nzt) 


as easy estimations show, the series (9.8)—(9. 10) converge for all s and so 
define entire functions of s, whatever be x€(0,1) and d>0. 


THEOREM X. 1. Let w(t) denote the lower bound of the abscissae o* 
such that f(s, x) is regular for s = 0+it, (o>0*), and @(t)) the corresponding 
value for f(s,x). Then we have 


(9.11) w(T) = lim lim (0 log log |y(—o+it,, x, 0)|—0), 
>+0 o++o 

(9. 12) @(%) = lim lim (6 log log |y(—o + ity, x, d)|—0), 
>+0 o++O0 


provided that the right-hand limits are finite; if one of them does not exist, 
the corresponding left-hand value must be —oe. 


2. Denote Sp an Sp the principal stars of f(s, x) and f(s, x), respec- 
tively, and write 3,= Spn Dd; 


4 See [28]. 


— 
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Then f(u) is W.-limitable at u=x for every s€S, and its W,-limit is 
given by 


> _ CMR) 2a,,(x) meCUS: _ (MR) Ph ofe (x) 
s](X) = 
is\(x) = cos — Sa 1)" + sin ae 


(9. 13) 1 
3 =lim | f(x—A[N¢, 4) —M,(x, d)]at. 
6>+0 6 
On the other hand, there exist regions 4) < S, (0<0d<1) such that any 
point of &, lies also in 4® for 6 sufficiently small, furthermore that the 
representation 


fa) = =le e°B(x, 0; v)dv (se 4), 
(9. 14) 
P(x, 0; v) = { f(x—B)[Mes-s 0g v(t, 8) —Me-siog o(X, d)] dt 


holds with any 0. 

3. (9.13) and (9.14) are valid uniformly in any bounded, closed son 
of X, and 4, respectively ; (9. 14) diverges in the open complementary set of 
A®) with respect to the whole s-plane. 


Proor. 1° The determination of w(t), @(t)) follows immediately from 
certain formulae and statements of RIEsz’s cited paper,” using also the fact 
that (27) * is an entire function without zeros. 

2° Considering the meaning of a,(x), b,(x) (cf. (2.9), (2.1)) and in- 
verting summation and integration (which is plainly permissible), we get 


(9.15) cos > -w/(s, x, 0)-+ sin of - (Ss, X, 0) =| fo Hou 0)— M(x, d)] dt 
0 


and hence, by Th. II of [28], the validity of (9.13) for s€&, together with 
the assertion concerning uniform convergence. 
As regards (9.14) and the relating part of Th. X, 3, these result from 
Th. I of [28] and from (9.15) by applying also the definition of the fundam- 
ental (convergence) region b@ |. c. 

It may be noticed that, more precisely, the region 4” occurring under 
(9.14) is to form in the following manner:* We consider the set of all 
‘singularities of f(s, x) and f(s, x) and draw from oa ee point s)= 


= 06,+it, a contour determined by o—0,= 0 log cos — — , +, |r—a< d=. 


45 See [28], pp. 264—266; in particular, f. (46), p. 266. 
SE Cf, [28] pa2ol- 


dail 


———— 
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(This is, as easily seen, “to the left” of sj, symmetric with respect to the 
half-line t+), 6<0, and has an infinite branch on both sides of the 
horizontal in question, each “tending” to r=, o<0, as d+ 0.) If we 
leave out from  ,, to the left of all s,, the corresponding domains 0o—Qj< 
< d log cos —,— pr <d 4, it issues 4). 

We still mention that, of course, (9.11)—(9.12) furnish also the exact 
values of the regularity abscissae w, (cf. (5.15)), viz. 


(9. 16) o= sup (t), ®= sup @(t). 


-O- 


T—Ty 


10. Case of f(u) satisfying a regularity condition; contour integral 
representations 


1. Theorem X yields almost the maximal information about the singular- 
ities and existence region of f{.j(x) in the s-plane which may be hoped in full 
generality; our results till now permit also the actual calculation of the W,- 
limit in S, — by a number of various representations. 

Nevertheless, we are now treating a remarkable special case in which 
the analytic continuation can immediately be realized to the whole s-plane by 
means of a circuit integral. 


THEOREM XI. Assume that f(w) is regular at w=x€(0,1), w=u-+ir 
denoting a complex vuriable. Then f(u) is W,-limitable for all s at u—x, 
namely 


rii—s) £ 
[tae "959 § wer wns 
(10. 1) : rt 
| + 1s) 4 f(x—t)t'at+ | f(x—t)3,(t)dt—3.(x) | f(Odt, 
where w’' is taken with its principal value, 3,(t)=3,(t)—T (s)intin a and 0 


means a sufficiently small positive number =, 


Proor. In virtue of (6.15) we can write for o>1 (with any 0€(0, 1}) 


\ fin) = 19)" | fete at + 
(10. 2) i 


| + 1s) | fx—t)t'dt + | f(x—t)3,(Nat—3,(0) | rat, 


and the last three terms on the right are analytic for all s, i.e. entire func- 
tions of s. 
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6 
To continue I(s)" | f(e—t)t*dt, next we remark that, by hypothesis, 
0 


d can be chosen such that f(x-+w) is holomorphic for |w|=0. Consider a 
contour in this circle, consisting of an arc from —d to a point 0€(0, d) on 
the lower side of the real axis and of another one from o to —do on the 
upper side, then applying the fundamental theorem of CaucHy we get 


> we f(x+w)dw = ) ws! f(x + w)dw + 


|w|=6d jwl=e 
(10. 3) z sth 
ats | ‘)-F(x+ w)dw+ | (ws!) f(x+w)dw 
Ee s 
with the principal value of w’* and (w* '), ——|w|'e*'* 
Writing in the last integrals w——vu and observing that the first term 


on the right does not exceed 27ro7e7!"|- max|f(x-+w)| in absolute value, we 


|w\=o 
can deduce from (10.3) for e—+-+0 the result 


6 
(10. 4) ) w>f(x-+w) dw = 2i sin as | us'f(x—u)du, 
jwl=3 0 
i.e., by I'(s)’(1—s) = -rcosec sts, 


A?) J w'f(x+w)dw. 


|w|=6d 


(10. 5) roy" {ut f(x—u)du= 


Since the right-hand expression is, by well-known theorems of the 
theory of functions,” regular not only for o>1, but also for o=1, (10. 2) and 


(10.5) imply at once (10.1). Q.e. d. 


2. In the theorem just proved, (10.1) may be regarded to some extent 
as a common generalization of CaucHy’s integral formulae, its praemissa 


implies plainly that the sum (cf. (2. 10)) 
9D, [en(w) +¢-n()] 
n=) 
exists and is analytic for wx (viz. it equals f(x)). 


47 Cf. e. g. [26], pp. 307—308. 
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By using the power series 


(10.6) S(x, 2) => Cn(x)2", 
a (|2|<1) 
(10. 7) S(x, 2) = 2, C-n(x)2" 


(whose common convergence radius is, as easily seen, exactly 1) we now 
give a condition of a little different type which also allows us to continue 
fis\(x) throughout the s-plane. Incidentally, by 


1 1 
CaX) —_ (Yn—Y) Or” pam || Qe*at— | f(tae| ernniz 
0 0 
the sums (10.6) and (10.7) may be obtained without difficulty in closed 
form (|z|<1): 


Zor 2mit zermz 
— zernit ~~ J—zeniz t, 


(10.8) S(x, = |1e—0( 22 


zer2nit ze-2aix ) 
(10. 9). S(x, a= |re—ol aa ety eae at. 
We need firstly a new integral formula for fj.)(x) in the half-plane o>1; 
hence it follows — under the condition in question — a contour integral 
representation holding for all s. 


THEOREM XII. 1. We have for o>1 


o 
ins ins 


(10.10)  fis(x) = r(sy'(2ay*| a" le Fee e"\te 2 E(x, e")| du. 


2. Suppose that S(x,z) and S(x,z) are regular at z—=1. Then J(u) is 

W,-limitable for every s at u=x, its W,-limit being given by 
s ’(1—s) s){ wine uw teen w 
(10. 11) fpaylx) = (220) may Psat wv > S(x,e)+e? S(x,e") | dw. 
({) 

On the right w*' has its principal value; & is an arbitrary contour starting 
from , connecting this with a point e>0 on the lower half-plane and return- 
ing to co on the upper one, such that it lies entirely in a region of points w 
corresponding at least to one of the conditions: |\w|=0 (0>0, sufficiently 


small) and \argw|=% lo<< aN 


48 If f(a) and z are real, it is simply S(x, z) = S(x, 2). 
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Proor. Let o>1. 


1. If we apply the series form of fj.(x) given under (2. 10), (2.11), as 
well as the formula 


10.12) n’=F(s)" jute ™du — (n=1,2,...), 
c 0 
it follows formally at once 
>> Pas ins © -2nxiz 
Fao —e * : +e? 0 
is) (x) (7 —IG, a 2 (Yn —1) Onn ae 
=TI(s)*(2n)* je = ica es (oreo du + 
na 


0 
foo) 


+ et ut |> (rage du = 
n=1 
0 


@ 
ins 
LY) 


—[(s)*(22)°|\u “e® 2 S(x,e")te2 S(x, e")|au 


However, we have to justify the inversion of the order of summation 
and integration. — In fact, the integrals 


fet, s) —|u pS (Yan— ence du 
3 = 


foo} 


(which exist obviously, being majorized by const. | u’-'(e“—1) ‘du =const. f(a)) 
0 


may be written in the form 


) aa | 
13), I*(x,s)= pa Jaen rer Pau R¥(x, 8) 
. er 


where . 


1 © 
 |R¥ (x, s)|S 2 Ina je Bs; | i= 


feo} 


=il 
-N 5 
as edits 


=2| |folat- 


“8 Acta Mathematica X/1—2 
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and the last term —-O if No, since 
[ete HY 1 al i= je -2 eo du=I(o—1)N” 
fi) 


Therefore, from (10. 13), 


mM 


[= (x s) => fie 1(Y4n—Yy) ern Wdu. 


n= 


_ 


0 


Oeend. 

2. By hypothesis, there is an e>0 such that S(x,z) and S(x,z) are 
differentiable for every z in the circle |z—1|=e. By the continuity of e” at 
w==0, another positive number 0 = 0d(e) can be determined such that 


(10. 14) jev—1|=e for |w|Sod. 


After giving an angle # with 0<9<5, consider the unified sector- 


circle region |w|=0, |argw|=¢ and the contour integral 


(10. 15) JG, = | w| “2 G(x, e")+e? S(x,e")|dw 


(Cae) 
59 denoting the boundary of the menhones region, run in positive sense. 


In (10. 15) the function 7(s, x, w) =e r S(x, e”) +e? S(x, e”) is plainly 
regular for 2(w)<O by (10.6)—(10. 7) and also for |w|=0 by (10.14); the 
factor w*' is analytic throughout the w-plane, split along w=0. — Hence, 
on the basis of Cauchy’s theorem, 


(10. 16) J(s, x) = | ws! 7T(s, x, w)dw 
(2) 


- 


where © is an. arbitrary contour of the indicated type; on the other hand, 
“contracting” Cs9 into the negative real axis, we get 


| (ee) == lim > ws! T(s, x, w)dw+ 
(10. 17) E ie Pe 

| zi | ile Bs T(s, x, w)dw-+| (wt), = T(s, x; w)dw 
with (w* '), = —|w|" eH, 


Now, 7(s, x, w) is bounded in |w|So and |w* '|=e"'"'d’"', so that the 
first right-hand term of (10.17) vanishes for any fixed x and s in question: 


DIFFERENTIATION AND INTEGRATION OF COMPLEX ORDER OF FUNCTIONS 115 


applying still the substitution w—W—u, (10.17) becomes 


(10. 18) J(s, x) = 2isin ws | uw T(s, x, w)dw. 


(10. 18) together with (10.10) and (10.16) implies 
| w’' T(s, x, w)dw = 2isin ms-I'(s) (2 2)’ fis(x) = 
(10. 19) (2) 
= (2m)’-2iI'(1—s)” fie(x), 
i.e. the representation €10.11); since the contour integral in (10. 19) is an 


entire function of s (cf. “), (10.11) establishes also the continuation of f,.)(x) 
to the whole s-plane, and the proof is completed. 


3. Let us remark that our last results generalize certain important for- 
mulae concerning Riemann’s zeta-function. 
In fact, on putting f(u)==—1, (10. 10)—(10. 11) yield 


ins ins 


(10. 20) c(I—s, 9-00)" [ur ices + gate} (o>1), 


ins ims 


oH) Sel - zt 
(10.21) B(1—s,x) = 3S fot | eee tee Jew xt0) 


2isin zs 


and hence for x1, by the functional equation 


(10. 22) cii-s)= 2(2z)* cos T(s)&(s), 

we deduce 

(10. 23) =| gop ae (o>1), 

(10. 24) o() U9) | dw (8 #1). 


These are the classical integral representations of RIEMANN for ¢(s). 


§ 11. Some properties of W.-limits as resultants 


‘1. In the proof of Theorem VII we have made essential use of resultants, 
closely related to fj.(x). We are now treating the main properties of W.-limits 
“which follow from their convolution form; in this short section we suppose 


8* 
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for simplicity throughout ; 
(11.1) =| f(t)dt=0. 


In general, if F(u)€L(0, 1), G(u)€L(0, 1), both periodic with the period 1, 
then their resultant (convolution) over (0, 1) 


(11.2) F*G —F(u)*G(u)|(x) =| F(x—t) Gat 


exists, as known, for almost every x and belongs also to the class L(0, 1); 
moreover, it exists and is continuous for all x, provided that F(w) and G(u) 
belong to conjugate classes (cf. “*). — It is easy to show that (11.2) behaves 
in several respects as a product: the “resultant operation” is trivially com- 
mutative (symmetric) and, at least almost everywhere, associative, too. The 
last fact holds, in particular, for all x, when e.g. one of the functions in 
question is bounded or all belong to L°(0, 1).” 
Thus we have by definition (cf. (11.1), (2. 10)—(2. 11)) 


(11.3) fs) =fEU)*3()|Q)= DX neti) ye — (0>1). 
It is also useful to apply the sign W, as a “limit operator”, and write briefly 
(11.4) ha= Wif—fed.. 


2. Consider the Dirichlet series, occurring in (11.3), 


2 ow 
a il. 5) Da (2 n mt) oA eee. > (2 nit) * von Ps eae 
f=) 1 


{ — 


and denote their absolute convergence abscissae by o% and 6%, respectively; 
write v= max (0), 0;). We see that 0}, 0, and yf are independent of x (but 
naturally depend on the function f(u)), furthermore that both series (11.5) 
converge even uniformly for oZ y\+-¢ («>0), OS x1. 

In our next theorems we use two complex parameters s,—o,-+i7, and 
S,—= 0,--it,; the first of these expresses-a semigroup property” of the W- 
operators, the second that of the W,-limits themselves. 


THEOREM XIII. 1. Jf 6,>0, 0)>0, the equalities 
(11. 6) Ws,(Ws,f) = We We) = Wars 
hold for almost every x, in case of 6,>1, 0.>1 even for all x; in this sense 
for any given f the operators W. form a commutative semigroup in the half- 
plane o>0O. 


49 Cf. e. g. [5], Vol. I, pp. 113—115. 
50 Cf. [14], pp. 4839—443. 
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2. (11.6) is valid for every x when o,, 06, and 0,+0,> 4; in particular, 
if f° Y(u) (p= 1, fixed) is absolutely continuous, it is true for 0,, 0,, 0,-+-6)> 
>1l—p. 

PRoor. First of all, we show that for all x€(0,1) and for o,>0, 0,>0, 
the formula 


@ 1. 7) Bs, (u)*3s,(u) | (x) a Bs,+5,(X) 
holds. In fact, in virtue of Th. VII, 1 we have (since 3,,(u)€L(O, 1)) 


(11.8) J3.0—08,()at—= 2 (2nzi) (2nzi) *e"™* = Be.44,(x) 
2 (0, >0, 6,>0) 


for almost all x. Now, the last member is differentiable for x €(0, 1) (cf. (3.5)); 
as regards the integral in (11.8), after giving a point x we can write 


JIBa+A—9—3,(¢—018,(0at < if + 


with O<d<1. If |A| and. od are chosen such that the intervals (x—d, x), 


(x-+h—0o,x-+h) are contained in (z, z+), then 
é 6 
(11.9) if S2 max |8,(u)|- | |Bu(Oldt< 5 
=x z+ 
0 goo 0 


for 0 small enough and, using such a fixed 0,” 
1 x6 


= 8 | ys, Oe d roam 
(11. 10) |= max da(D)- | [Blu-+A) Bs,(u)|du< 


provided that |A| is sufficiently small. 
Hence the first term of (11.8) is also continuous and (11.7) follows for 


every x in (0, 1). 

1. Assume o,>0, 0,>0. — By Theorem VII, 1 we have almost everywhere 
6) iB 11) W.,f =f*3e W.f = = f# Bs; 
therefore, in view of the associative property, together with (11.7), we obtain 


(11.12) W.,(W.,f) = (f#8s,)* 3s, =S# (Bs,*3s,) =S#Bs:t0 = Wertshs 


51 We apply the well-known fact that for any f(u) € L(a, 5) we have j F(x +h) — 
—f(x)|dx+0 if h-0. (Cf. e. g. [13], p. 10, Th. 3.) 
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and in the same way 
Oi 13) W,,(W,.f) > Waited 
for almost every x. 
If o,>1,0)>1, the results hold for all x, since (cf. (11. 3)) the W,-limits 
are plainly continuous in this case. 
2. The series 


(11. 14) 2 2nai) ye =e Sona) e = Onn 
is absolutely convergent in the half-plane o>y; and even uniformly with 
respect to x. Hence it is the Fourier series of its sum which is a continuous 
function of x; on the other hand, for any fixed x, the sum is regular for 
o>y;, so that it necessarily equals W,f (cf. (11. 3)). 

Applying these remarks with ss, S., Ss; +, each lying in the half- 
plane o>y*, we get the Fourier series representation of W.,f, Ws,f, WssJ, 
respectively; writing now W.,f for f(u), it results 


fee) 


W.( Wf) = Dd (Anvil (2n2iy ne" Worst 


ts (1>Z5, >Hi, H+H>Y), 
while (11.13) follows (with the same conditions) simply by change of the 
notations. 

If f‘” (uw) is absolutely continuous in [0, 1], then, as known, 7, = o(\n|”) 
(na=+1, +2,...)" and so ¥,S1—p. 

THEOREM XIV. 1. Jf 0,>0, 0,>0, we have the formula 
(11, 15) W3 Ai* Wito = Wars, (eh) 
for almost every x and for 0,>1, 0,>1 even for all x; thus the W,-limits of 
all integrable functions form a commutative semigroup in the half-plane o>0 
with respect to the resultant operation.” 

2. Let X* = max (yi(f,), 43(f))- 

Then (11.15) holds for all x, if only 0,, 0.>X;; in particular, it holds 
for 6,, 0.>1—p, provided that f{" (uw) and fs?" (u) (p =1, fixed) are absolutely 
continuous. 

Proor. 1. Let 0,,0,>0. Using the commutativity and associativity of 
convolutions and the relation (11.7), we can write (cf. (11. 11)) 


Ws, Ai* Ws, fo = (L¥3s,)*(f2* 3s) = 
= fi* (3s *(f2*35)) = A*(fo¥ 85,48,) = (AL) * 85,45, = Werf *hr) 
*2 Cf. e. g. [13], p. 26, Th. 40. 


3 Another interpretation: the order of the W,-limit operation and of the resultant 
operation is interchangeable. 
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for almost every x; if o,>1,0,>1, the W,-limits are continuous and there is 
no exceptional point x in (0, 1). 

2. Denote the complex Fourier coefficients of Ai(uyEL(O,1) and fAA(uje 
€L(0,1) over (0,1) by yn and y,’, respectively (n= +1, +2,. ..). According 
to what has been said concerning (11. 14), 


W.A= r= Px (2n na i) S, y oo (9, = xy 
(11. 16) 
Wite= — > (2nzti) * “ye Qnmix (0, S X*) 


hold for all x; the W,-limits are (everywhere) continuous and the right-hand 
series are their Fourier series; hence the Fourier coefficients of the continuous 
function W,,f,* W.,f, are (2nzi) “yi, 7’ (n 0; cf. ™, *) and we have plainly 
at any point x 


(11.17) W..Ai* Ws, fo = Pz Qari) yirie 


provided Ls the series on the right converges. But the simultaneous convergence 


e. g. of > ena i, , Senay °?|*’| implies Senay pend Ci llyn|<oo, 
and so (il. 17) is valid for all x when Oi Xia X. 
On the other hand, the series 


D> anaiyyyem™ =e = > nny pierre + 


n=- © 
ims © 


+e 2 (200) *y/ny'ne 


has for any given x and for an s=s,+s, with o0,>Xj, o,>Xj the sum 
W.(fi*f:). For, 1° our assertion clearly holds if o>1 (cf. (11.3)); 2° the 
sums of the right-hand Dirichlet series exist for s = s,+ s,, 0>0,+ 05; 3° thus 
‘the sums in question are regular functions of s in the half-plane o>0,+ 0; 
and continuous at the point s=s,+s, as o-(0,+0,)+0. Therefore 


—2nia 


2 . 
, 1 9 Qnaian 


(11.18) Wornhth)= 2 Qnai) “pyre 


Os xsl: wpS XG) O7>X), 


and the combination of (11.17) and (11. 18) leads to (11. 15) with the indicated 


conditions. 
Finally, if /{” (ua) and f§?(u) are absolutely continuous, then 


yn =0(\n|”) and yx =o(|n|”) imply X; = max (x(/), Xo(f2)) S1—p- 


Saati od 
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3. We mention that the simple integral relation 
(11. 19) 3,45, Shin (0<x<1; ¢,>0, o,>0) 
proved and used in connection with Theorem XIII, 1, may be written — in 
terms of the Hurwitz zeta-function — also in the form ({u}—u—[u], the 


fractional part of uw) ; 


(11.20) &(s, +5», x) = rates £(s,, t)S(s, {x—t})at 
“0 (0<x<1; 6,<1,0,<1) 


and implies (cf. (3.2)) the formula for Bernoulli polynomials: 


1 


(11.21) |B, (By. xf) dt = Ban) O<X<15 Pry P2=1,2,--e 


Quite recently | showed that (11.19) and (3.5) together substantially 
suffice to characterize the kernel function 8,(u) and herewith C(s, wz), too.” 
— A few years ago, in applying the Mellin transform to C(s,u), | found 
another integral formula of similar character, namely” 

1 


\ [5(s,, t)S(s., dt = 
(11. 22) ‘ 
] aa (22)? Rll — sa r'(1—sy) cos > (s, —$,)o(2—s,—,) 


with max (0,, 0) + max (0, 0)<1, i. e. 
l 
| 3.,(t) 3s,(t)dt = (22) &* cos > (S;— S82) (Ss; + Sy) 
- (min (o,, 1)+- min (a,, 1) >0); 


hence it is easy to see that the orthogonality relation 
1 1 


(11.24) |3.O3.@Oat =| 3.3. OQat—=0 


0 


(11.23) 


holds if and only if s,—s, equals an odd integer. 

Let s, be a fixed complex number with 3(s,)>0, so that 3,,(u)€L(0, 1). 
— (11.19) gives by analytic continuation for all s and x€(0, 1) 
(11. 25) [3s (tj (X) = Bs+5,(%), 


i.e. any W,-limit of 3s, is another kernel function. 


54 See [22]. 
. Ct. [19], Satz 3. — For related results and applications in the theory of diophantine 
approximations see also [18], Lemma 5; [20] and [23]. 


* Cf. [19], p. 159. -- Incidentally, this result implies the orthogonality relation of 
the Bernoulli polynomials. 
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3 On the other hand, (11.23) may be written as follows (x€(0, 1)): 
(11. 26) [3a (x—u)Iiy&) = (22) “™ cos F (s—s,)5(s +5). 


Since the last factor has the only singular point (simple pole) at s—1—s, 
with Res (s-+s,)=1, we see that 1. (11.26) is valid for all s and_ yields 


8s=1-8) 
an entire function of s when s, is an integer; 2. [3,,(x—uw)]}}(x) exists and 
has the value (11.26) for all s-41—s, if s, is not integer, the only singularity 
at 1—s, being a simple pole with residue (22) sinzs,. 

The above formulae express further remarkable properties of the kernel 
function 3,(u) and, in particular, (11.26) is another example of a W.-limit 
with an isolated singular point in the s-plane (cf. (8. 15)). 


§ 12. W,-limits as generalized zeta-functions; some remarks 


1. In the preceding sections, mainly in § 7 and § 10, we have seen that 
W,-limits are connected with the theory of zeta-functions, not only by occurring 
of the kernel function 3,(u), but, by (—1)j)—3,(x), also it is useful to con- 
sider (s(x) itself substantially as a generalized zeta-function. This point of 
view suggests to submit to a searching examination the values and asymptotic 
behaviour of f{.\(x) = W(s) (for a given f(u) and x) on a vertical line o— 0), 
‘the distribution of zeros on the s-plane, especially in the “critical strip” 
O0<o<1 etc., these extended (and obviously very difficult) problems including 
‘the corresponding ones on C(s), together with LINDELOF’s and RIEMANN’s 
hypothesis. — At the same time, the mentioned questions bear closely upon 
some facts already treated; we refer e. g. to theorems of BOHR and HARDY 
on the connection between the (C, 2)- or (A)-summability domain of a Dirichlet 
series and the analytic properties and order of its sum.” 

2. Another aspect to continue our previous investigations is to extend 
the idea of W.-limits to a wider class of functions. This turns out, for example, 
if we use “principal value” Fourier series in the sense of TITCHMARSH [30] 
and RENy! [27], or Fourier—Denjoy series. 

We mention, for instance, that (ctg ru)j)(x) does not exist since 
cetg zu ¢ L(0,1), but applying the “principal value” (Fourier—Cauchy) ex- 
pansion 


(12. 1) ctg ax ~ 2 >) sin 2nzx (Oar. 
n=1 


57 Cf. [1] and [9], respectively. — We remember that we know, at the moment, no 


explicit formula for 7, = 7%4(x) (cf. ©. 15)). 
58 The right-hand series plainly represents ctg x in the (C, 1)- or (A)-sense. 
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with 
1-6 
cy =lim | tg st-cos 2nattdt =0 (a=O)17--)). 
6>+0 
(12. 2) ea 


8, = lim | ctgnt-sin2natdt=1 (n—1,2,..,), 


6++0 
6 


we get (cf. (5.6), (3.9), (3. 10)) 


cos 2S. (4) S 2sin2nnax  _. AS yy2cos2nax _ 
2 wi (2nx)’ 2 1 (2na/y 
| es | 
( ) = cos *..0,(x)—sin = - R(x) = 
2 2 
== ctg 7s-3s(x)—cosec rs-3.(1—x). 
Therefore it is very natural to write in the above more general sense 
(12. 4) (ctg sru)f.(x) = ctg zrs-3,(x)—cosec2s-3,(1—x) (0<x<1l), 
where s is arbitrary, but for s=0,1,2,... the corresponding limit is to be 


taken. (The right-hand side is clearly an entire function of s.) On the basis 
of (12.4) and by tgu ——ctgx(u—4), we have 

(12.5) . (tg wu)f.\(x) = — ctg 28-3, [x4] + cosec s-3,(4 —| (0<x<1l) 
also for all s. . 


3. Note that 


(ctg cu) f(x) = n> , 2(2nz) “sin [20 uxX— =) 
neal 


is “conjugate” to 


30%) = (—1)p) = ae 2(2nz) ‘cos [2n-rx— a5) 


(s arbitrary); it seems to be of interest to investigate together with the 
(A)-kernel 35(x, r) (cf. (5. 2)) also 


n 


(12. 6) Y)5(x, es 


: = sin{2n2x—*5} (0=r<l) 
n=1 (2nz0) : 


2 


and, more generally, to consider the case of arbitrary conjugate Fourier series 
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a yee 


and functions. — Let us mention e. g. the values Br(x, 1), Do(x, 7) (p=0, 1,...) 
especially ; 


: 


; ere 3. Leereos 2ax—2s" rsin 27tx 
a2 7) Xe Oe 1—2rcos22x+?r’ SiO =, are 8 reos 27x? 
_ 2rsin 2nztx 


3 Yu I=; a; PG ema 2 %), (x, =z log (1—2r cos DIENT )y ss 


occur often in the analysis and are also related a. o. to the so-called “functions 
Of SCHLAFLI and LOBATCHEFSKy”, playing an important role in the theory of 
polyhedra.’ : 

As regards the particular discussion of the questions raised above and 
applications of different type, I will come back to these elsewhere. 


(Received 31 December 1958) 
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A LIMIT DISTRIBUTION THEOREM FOR SUMS 
OF DEPENDENT RANDOM VARIABLES 


By 
P. REVESZ (Budapest) 
(Presented by A. Rény1) 


In his paper [1] A. RENyI proved the following 


THEOREM 1. Let &,,&,... be a sequence of independent random variables 
defined on the probability space [2,8,P]. Let us suppose that there can be 
found a sequence A, of real numbers and another sequence B, of positive 
numbers for which lim B,==-+ , further there exists a distribution function 


F(x) such that putting C, =6+---+6, we have 
lim Ti <x] =e F(X) 


at every point of continuity x of the distribution function F(x). Let Q be an 
arbitrary measure in 82 and on § which is absolutely continuous with respect 
to P. Then we have 


lim ales. - cat <x] =F) 


if x is any point of continuity of F(x). 

In a previous paper [2] (where a similar but weaker theorem is proved) 
A. RENYI remarked that his theorem can be applied in the theory of limit 
distributions of sums of dependent random variables. (In [3] a similar theorem 
is proved, too.) In my paper [4] | applied the weaker theorem of RENYI 
and proved some theorems concerning the limit distributions of sums of de- 
pendent random variables. 

In the present paper I apply Theorem 1 and prove a new theorem which 
is stronger than that in my previous paper [4]. I prove the following 


THEOREM 2. Let &,&,... be a sequence of random variables and denote 


the multivariate distribution function of §,,§,..., §. by 
(1) Fil ary epee dy pce Xie jin XQ) a(t Sed; 2, ..). 
Let further &,&,... be a sequence of independent random variables with 


PE@<x)=PE<x)=FO™)  ((=—1,2,...). 
We assume that the following conditions hold : 
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A) There exist sequences of real numbers An, By (Bx—-+ 0°) such tha 
Ee Ao Co sen 
lim P [tote A x| — F(x) 
at every point of continuity x of the distribution function F(x). 
B) There exists a sequence of the real numbers 0, such that for ar 
arbitrary system of intervals [a,, };),..-,[Qn,0n) the relations 
|P(aq,=6<), ooey nbn <b.) — 
—P(a = 6, =e b,, seey Qn-1 cee <bn-1)P (a, eg ee oy) 


= 0,P (a, ay ht ey | Qn-1 = a4 < Ono) P(t, Ga b,.) 


= 


hold where > d,<oo. 


n=:1 


Under these conditions 


(2) lim P| fea —A, <x) =F) 


n->@ n 


at every point of continuity x of the distribution function F(x). 


This theorem extends the validity of the limit theorems for independent 
random variables to “almost independent” random variables. 


PROOF OF THEOREM 2. It is easy to see that the existence of the limit (2) 
depends only on the sequence of distribution functions (1) and does not 
depend on the concrete representation of the random variables so that it is 
possible to represent them on another sample space. 

Let the sample space be the product space $2—X, x X,x... where 
X; (i=1,2,...) is the space of real numbers. Let us denote by §; the o-ring 
of the Borel-measurable sets of the space X; and by § the o-ring 8,x$,x.... 
We define the measure «; in X; and on §, in the following way: if A€§; 
then 


u(A) = | dF(2). 
A 


Let « be a measure in §2 and on $ which is defined by 
== My Xba X*°°. 

Now we define the sequence of independent random variables E? as 
El (Xj, Xes.c «5) Xd (i=1, 2,...). 


It is easy to see that u(Ef<x) = F(x), 
We introduce a new sequence of measures 7,,%,... and a new measur 
y in the space £2 and on § as follows: 
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Let 
Vy = , 
Vo = VO) X Us X Uy Xe 
where 


v®(A)—=|{dFi(x,,m)  (A€8,xS)). 
A 
The measure 1 is defined by 


Vj, = VOX was X Maga X ++ 
where 


(A) = | (Ko |d P(X, Xa,--+,Xn) (AES,XS,X---xKS.3 K=1,2,. Ph). 
A 


We define the measure v on the measurable {1, 2, ..., M}-cylinders’ in the 
following way: if A is a measurable {1, 2,...,n}-cylinder, then we put 


v(A) = »,(A). 
The measure y on the o-ring S is defined by extension. The compatibility 
of the distribution function F,,(x,, X:,...,X,} implies 
v (A) = 7,(A) = Mn41 (A) = Yngo(A) =: >> 
if A is a measurable {1,2,...,}-cylinder, therefore on the {1,2,...,n}- 
cylinders and also on the ring & consisting of finite sums of these cylinders 
we have 


(A) r(A) (A €&R). 
We shall prove 


(3) lim sup sup |v,(A)—v,,(A)|=0. 
mn AES 


n> OO m > 


‘This relation implies that the sequence of measures ¥, converges uniformly 
to the measure 7, i.e. 


(4) lim sup |v,(A)—v(A)| =O. 
= AES 


i—-> © 


First we prove that (3) implies (4). To every A (A€&) there is an 
integer ka such that 
14(A) = (A) 
if n>k,. (3) implies that to every ¢>O there is an n, such that 
|74(A)—1m(A)| Se 
if n=n, and m=n,. Thus, if n2=n, and ACA, then 


|» (A) —¥(A)| S |n(A)—%(A)| + |1%(A)—7(A)| S 8 


1 We shall say that two points x=(X,, Xo, . ..) and y=(y1, Vos - . .) agree on {1, 2,...,7}, 
in symbols x=y{1, 2,..., n}, if x,=y, for every isn. A set E in Q is called an {1, 2, a ftta 
cylinder if x=y{1,2,..,} implies that x and y belong or do not belong to E simultan- 
eously. 
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where [= max {ka, 1m}, hence if (3) holds, then (4) holds, too, if instead of 
$ we write &. We shall show the validity of (4). Let us consider those 
elements of $ for which 


\v,(A)—v(A)|Se if nZM. . 
We denote by Mt the class of these elements of $. We already know that 
ReM, therefore it suffices to prove that Mt is a monotone class. (Cf. [5], 
p. 27, Theorem B.) Let A,,A:,... be a monotone sequence of elements of 
Mm. Then 
vy; (lim A,) = lim (An) (K=— 1,2, oa), 
y(lim Ay) = lim y(A,). 
By assumption 
|%(An)—¥(An)| Sé 
for every n and every. k>n). Hence 
lim 7,(A,)— lim »(A,)| = |7%(lim A,)—~v (lim A,)| =e 
if K=n, i.e. lim A,€Mt. Thus (3) implies (4). 
Now we prove relation (3). Let the sets Aj and Aj form a Hahn de- 


composition of §2 with respect to the completely additive set function a= 
= V41— Vx. (Cf. [5], p. 121, Theorem A.) Obviously 


tas | V7.41(A) — 1%. (A) | = max {ax (Ani), —@n(An)}. 


We assume that 
Sup |Vi42(A)— ¥e(A) | = enn (Ant), 
AES 


the other case can be treated similarly, It is clear that Aji isa {1,2,...,k+]}- 


cylinder, because if BES,xS,x ++» X$.4. and B is a measurable positive? 
set with respect to 


YH Yl) XX Me X Unga X 9+ K Mea , 
then A= {(%, X,...):(%1,..-, Xez)€B} is a positive set with respect to 
Cy, = (VO — OX tee K 98° XX Mgr) X Magia X Mesa X oo. 
This fact implies that 
ay (Ari) eae | + (A) — VX May X ++ X May (A)| 


2 A measurable set E will be called positive (with respect to a o-additive set func- 
tion 2) if for every measurable set F 2(EF)>0. 


A LIMIT DISTRIBUTION THEOREM 129 


where S*+) — $, x +++ X S42. Condition B of Theorem 2 implies that 


(5) | xD (A)— A) X teas (A)| S eet [YM X ts (A) (AES), 
In view of (5) 

pk+l) — lh) Mir < aig Unt, 
hence by the Radon—Nikodym theorem there exists a function f.1(x, ...,Xns1) 
such that 


(6) ent) (A)—o) X Mast (A) = | On (iyo city Ake \d( X tis ) (AES), 
A 


It follows from (5) and (6) that 


| Ors (x;, Bas: a5 Xx+1)| = Ont 
and 


(7) wt (Bi) = [+ du) d ("> tan) 
Bu 
where: Ba = {(%1, -- +, Xey) 2 (Xi, «+ -, Xeszy Vestst,...) € Ad}. Similarly 
(8) plett-1) (A) = Ke + Oky-1) d (VO?) > Mp t-1) (AE SHED), 
A 


Substituting (8) in (7) and using the formula 


| fae —|\ pita 
(cf. [5], p. 134, Theorem B), we obtain 
y+) (Bir) — fa Se 0; 41) (1 + Oy41-1) d (v(#+!-2) X Unsq-1 X Mit). 
By 
Continuing this process, we get 


V+) (Bis) = fa + Oki) (1 + Of-1) ... (1 + Ot) dO & Mag X #9 +X Ma) 


at 
By 


Thus 
VED (Big) —(V X ty 0X Mer) (Bir) = 


= J (i+ Dnsi) oo. (1 Ox+1) — 1] d (™ X tg Ko X Un41)- 
Bri 
Applying the Schwarz inequality, we conclude 
| +) (Bir) — (VX Meg X 0+ X Mast) (Bii)|= 
< | |(1 + bias)... (1 + Ob) — 1d (0 X ts X +++ X May) S 


> Bags 


=| J (1 + Oty) «<1 + dtas) TP (HX teat X «++ X test) 


“k+l 


where 2Qrs1 —= At pe pe ace  Anel's 


9 Acta Mathematica X/1—2 
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Let us prove the inequality 


0) fF [Lat ong—1] ao xtuar xo tied = TP 0+ oa) 1. 
j=l J 


Qeyt 
Clearly . : 
{| Wote)-1]ae= 

(10) patie 

U 2 l 
= { | 70 +6) da—2 | Ha + ij) da+ | 
a j= 
pape Qyi1 


where @ = VX Uns X00 X Matte 
Now we show that 


U 
[10+ 0r,)da= | (V4 0ha +t Mat Sta dtat 
ee Qe 
vee tn 1 Ont e+ + On Onde = 1. 
Let us consider an arbitrary member 
de dh Se de 


P] 


(11) 


of the integrand on the right-hand side of (11). According to the compati- ~ 
bility of the sequence of measures y, the indefinite integral of this product 
on the hyperplane C= {(x,,X%,...):x;—= constant, i<n} is identically 0. 
Thus we get (11) by the Fubini theorem. (10) and (11) together imply 


l 2 . l 2 
\ | ZZ0 + disj)—1] de = | / (1 +01,)| da—|—= 
j J) Uae 
Lert 


Qh 
. Land I-1 
—| (14+ 2de40+ di) TT( + dt,;*da—1 —| (1+. de) IG + 07,;?de—1s 

Qe Gert hl 

1-1 

= (1 On} [1 (1+ 0%,;'de—1 
i 
Qh 


and (9) follows from this by induction. Now we estimate the value 


l 
IM + dixj)—1. 
I= 


Using the inequality 1+x=e", it follows 
i} 


1 3 Py oF 
Ti+ th) Vse 9 —1. 


jel 
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fee] 
Since es 0; < ce, for every ¢>O there is an integer n such that 


I 


bee: 
= 9h j 


1 
IT Ria) See Hee if =o ken, 
ow ig 
Thus we have proved (3). Condition B implies 
(12) Vie <M. 


Now the assertion of Theorem 2 follows from (4), (12) and Theorem 1. 


(Received 31 December 1958) 
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ON CHARACTER GROUPS OF DISCRETE ABELIAN GROUPS 


By 
L. FUCHS (Budapest) 
(Presented by L. RévE1) 


§ 1. Introduction. In his book [8] I. KAPLANSky stated the problem of 
determining the algebraic structure of compact abelian groups, i. e. of char- 
acterizing the abelian groups which admit a compact topology. He obtained 
only partial results, while later on A. HULANICKI [5], [6] succeeded in giving 
a complete description of abelian groups which can be made compact. Both 
KAPLANSKY and HULANICKI obtained their results by making intensive use of 
PONTRYAGIN’S duality theory [12]. But it is clear that the main part of their 
results is of pure algebraic nature: the description of the algebraic structure 
of character groups of discrete abelian groups is a purely algebraic question 
and PONTRYAGIN’s duality theorem seems to be indispensable only in con- 
cluding that the class of character groups of discrete abelian groups coin- 
cides with the class of all compact abelian groups. Here we intend to give 
a new proof of HULANICKI’s results with this method. 

The idea of our proof is the following. The character group Char G of 
a discrete abelian group G is, by definition, the group of all homomorphisms 
of G into the additive group K of real numbers mod 1, equipped with a 
suitable topology. But K is algebraically nothing else than the complete 
direct sum of quasicyclic groups C(p®), one for each prime p. Therefore, 
Char G is isomorphic to the complete direct sum of the homomorphism 
groups Hom (G, C(p®)) with p running over all primes. Consequently, it suf- 
fices to discover the algebraic structure of the groups Hom(G, C(p®)). 
This will be done in three steps, for torsion free, for torsion and for mixed 
groups separately. We shall also exhibit the dependence of the structure of 
Char G on certain cardinal invariants of G showing that a lot of non-iso- 
morphic discrete groups have algebraically isomorphic character groups. This 
method will also enable us to derive some known results and certain gener- 
alizations concerning compact abelian groups. 


§ 2. Preliminaries. By a group we shall mean an additively written 
discrete abelian group.’ If A and V are groups, then the homomorphisms of 
A into V form a group Hom(A,V) if we define the sum 7+ 7 of the 


1 For the concepts and results used here we may refer to [4]; cf. also [8]. 
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homomorphisms 7, and 7) in the natural way by the formula a(q%,-+ 72) = 
=am-+an, for every a€A. A homomorphism « of A into B induces a 
homomorphism @ of Hom(B, V) into Hom(A, V) if we map 7€ Hom (B, V) | 
upon ez€ Hom (A, V). Calling a sequence niin Cat groups A, B, Cand 
homomorphisms «€ Hom (A,B), 6€ Hom (B,C) exact if the image Aa of A 
under @ coincides with the kernel of 6 in B, we have 


LEMMA 1. (CARTAN—EILENBERG [2].) /f 


(1) Osh GD 
is an exact sequence, then 
(2) 0— Hom (C, V) Hom (B, V)“+ Hom (A, V) 


is likewise exact for any group V. 


For the proof we refer to [2] or to [4]. — Note that (Hom(C, V))&* is 
just the annihilator of A’ = Aa in Hom(B, V), i.e. the set of all 7)€ Hom (B, V) 
for which A’7 =0. 


LemMA 2. If V is divisible, then the exact sequence (1) implies that (2) 
can be completed to the exact sequence 
(3) 0— Hom (C, V) £+ Hom (B, V) “+ Hom (A, V) 0. 

To prove this, we have to show that @ maps Hom(B,V) onto 
Hom(A,V). If 7 belongs to the latter group, i.e. it maps A into V, then 
a ‘7 maps A@ into V and by the divisibility of V, @!7 can be extended to 
a homomorphism x of B into V. Clearly, @’ maps y upon 7. — Lemma 2 
states that if V is divisible, then Hom (8, V) can be considered as an exten- 
sion of the annihilator Hom (C, V) of A by Hom(A, V). 


LEMMA 3. If in (1), Ae@=A’ is a pure subgroup of B, then in (2), 
Hom (C, V)6" is likewise pure in Hom(B, V). 

Let 7.€ Hom (B, V), ee Hom(C, V), and assume that n2j—@ for some 
natural integer n. The kernel of Sq contains A’, and since the kernel of 
contains n times the kernel of ny, we obtain that the kernel of 7 contains 
nA’. Now take into account that A’/nA is a direct summand? of B/nA’, 
B/nA’= H/nA’+- A'/nA’ (cf. [4], Theorem 24.9), and therefore we can define 
a new homomorphism y of B into V by putting y= on H and y=0O on 
A’. Then nyn=ny where xy can be considered as a homomorphism of C 
into V and so y€ Hom(C,V)é" is a desired solution. This proves the 
purity of Hom (C, V)& in Hom (B, V) 


* A+B and A, mean the direct sum of the groups A and B, and of the groups 
A,, respectively. SG denotes the direct sum of m copies of G. A summation sign with 


™m 
an asterisk indicates complete direct sum. 
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A group G is called algebraically compact if G is a direct summand 
of every group H which contains G as a pure subgroup. The following 
groups are algebraically compact: the divisible groups, the cyclic groups 
C©(p") of prime power order p*, the additive group & of p-adic integers. 
J. Los [11] proved that a group is algebraically compact if and only if it 
is a direct summand of a complete direct sum of cyclic p-groups and quasi- 
cyclic groups ©(p®) (see also [4]). Hence it results that complete direct sums 
of algebraically compact groups are again algebraically compact, in particular, 


LEMMA 4. The complete direct sum of copies of p-adic integers is algeb- 
raically compact. 


§ 3. Character groups of torsion free groups. We begin with some 
lemmas. 


LEMMA 5. Let G be a torsion free group of rank 1. Then‘ 


7) C(p2 : G G, 
Hom (G, C(p®)) = ts ) i peda 


lf pG+G, then choose g€G such that g¢p G. The factor group’ G/{g} is 
a torsion group with vanishing p-component whence Hom (G/{g}, C(p”)) = 0. 
Lemma 2 implies the isomorphism of Hom (G, C(p®)) and Hom ({g}, C(p®)), 
and since the homomorphism group of an_ infinite cyclic group into 
some group V is isomorphic to V itself, we conclude that in this case 
Hom (G, €(p®)) = C(p®). 

Next assume pG=G and select in G elements g1,...,2n,... such 
that p2i41=g, (n=1,2,...). As above it follows that Hom (G, C(p°))= 
=~ Hom (G’, C(p”)) where G’= {g1,..., 2n,...}. Clearly, the images of g,, in 
©(p?) completely determine the homomorphism of G’ into C(p*). Let 
C1,..-,Cn,... be a generating system of C(p®), pc: =0, Peni = Cn (A = 1, 2,...), 
and define p-'c,—=Cnix. If e—=p’a is an arbitrary p-adic number and z a 
p-adic unit, then g,—p’c,a induces a well-defined homomorphism of Q’ 
into C(p”), and it is readily seen that different p-adic numbers give rise to 
different homomorphisms and every homomorphism of G’ into C(p®) may be 
characterized by a p-adic number ¢ in this manner. Hence Hom (G’, C(p®)) =, 
and Lemma 5 is completely proved. 


3 This notion has been introduced by Kapransky [8], but we use it in the sense of 
“Loé [11]. For the interrelation between the two definitions cf. also Batcerzyk [1]. 

4 By SH we denote the additive group of all p-adic numbers. It is known that it is 
isomorphic to the direct sum of continuously many full rational groups &. 

5 {...,2,,-..} denotes the subgroup generated by the elements ..., 2), .--. 
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Lemma 6. /f G is a torsion free group of rank v such that pG=G, 
then Hom (G, C(p®)) => K. 


Choose a maximal independent system [a,] in G and imbed each a, in 
a pure subgroup H, of rank 1. Then pH;— AH, for every 4, and so the fac- 


tor group G/H (where H={..., i,... = 2, Hh) is a torsion group with 
zero p-component. Hence we obtain the isomorphism Hom (G, C(p®))= 


~ Hom (H, C(p®)). The homomorphism group of a direct sum into any group 
V is isomorphic to the complete direct sum of the homomorphism groups of 


the components into V, thus Hom (H, C(p®))~Hom & H,, @(p°)]}~ 
~ >" Hom (A,, C(p2)). An application of Lemma 5 concludes the proof. 
ry 


LEMMA 7. Let G be a torsion free group of rank v such that G has a 
maximal independent system which is independent mod pG as well. Then 
Hom (G, C(p)) = 2" C(p*). 

Let [a,] be a maximal independent system of the assumed kind, and let 
H,, H have the same meaning as in the proof of the preceding lemma. Then 
G/H is again a torsion group, and it cannot have any element g+H of 
order p. In fact, pg¢€H would imply that pg—s,a;+---+s,a, for certain 
rationals s; with denominators prime to p, and if we multiply the equation 
by the I.c.m. of the denominators, we obtain a relation contradicting the 
independence of a, ..., a, mod pG. As above it follows that Hom (G, C(p”)) = 


~ Hom (H, 9(9"))~Hom( © #4, €(p"))~ > >" Hom (H;,@(p2)) and, by 
Lemma 5, we are ready. 

Now we pass to the general case. Let G be a torsion free group and 
denote by f, the rank of G/pG. If [a] is a maximal independent system of 
G mod pG and G’” is the pure subgroup spanned by the a, then G/G” is 
a torsion free group. It satisfies p(G/G")—G/G”. For, if g€G,¢G’, then 
g depends on [a] mod pG, and if g is not divisible by p in G, then 
L=Ma+++++ma,+ph for some AEG and integers n;, whence 
ph=g mod G‘, and g is divisible by p mod G?. Let |, denote the rank 
of G/G”. Then we have 


THEOREM 1. /f G is a torsion free group, then 


Hom (G, C(p®)) = 2 C(p®)+ a. 


By Lemma 1, Hom (G/G’, ©(p)) can be oscvenpee (in the natural 
way) as a subgroup of Hom(G, C(p®)). By Lemma 6, it is isomorphic to 


a >", ie. it is divisible, and hence a direct summand. By Lemma 2, a 
Ip 
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complementary direct summand is isomorphic to Hom (G’, C(p”)) which is, 
by Lemma 7, isomorphic to >" @(p2). 
ty 
THEOREM 2. The character group of a torsion free group G is iso- 
morphic to 


(4) oa (>"e@)+ Dar). 
p P 
This is an immediate consequence of Theorem 1 and of the fact that 
HH» >" C(p) and Hom(G, >” V,)~ >" Hom (G, V,). 
Pp bh uM 


§ 4. Character groups of torsion and mixed groups. We begin 
with stating a well-known result (cf. e. g [4]): 


LEMMA 8. 
Pe ame ee PU ek WS ginlte, 
Hom (2(p'), C(p)y~= } gr? 
Let G be a torsion group. If we want to describe Hom(G, C(p®)), then 
it is clearly sufficient to restrict ourselves to the p-component of G, and 


therefore we may assume that G is a p-group. Let B a basic subgroup of 

G, B= >'B; where B; is a direct sum of, say, m, cyclic groups of order p’. 
i=l 

These m; are invariants of G. Let m denote the rank of G/B; this is in 


general no invariant of G. In order to exclude ambiguities, we take m as 
large as possible [then m—final rank of G= min r(p'G)]. 
i=0, 1,2, ... 


THEOREM 3. /f G is a p-group, then' 
Hom (G, ©(p”)) = > "8+ DD" ep’). 


G/B is the direct sum of m quasicyclic groups, therefore Hom (G/B, C(p®)) 
is the complete direct sum of m copies of S. In view of Lemma 4, 
Hom (H/B, C(p”)) is algebraically compact, and because of B being pure 
in G, by Lemma 3, Hom(G/8, C(p®)) is pure in, and hence a direct sum- 
mand of Hom (G, C(p”)). By Lemma 2, a complementary direct summand is 
isomorphic to Hom(B, C(p®)). Taking into account that B is the direct sum 
of cyclic groups and that the homomorphism group of a direct sum is the 
complete direct sum of the homomorphism groups of the components, from 


Lemma 8 we obtain Hom (B, C(p*)) = 2 >, CCP), proving Theorem 3. 


6 Although m is no invariant of G, the structure of the homomorphism group as 
given in Theorem 3 does not depend actually on the special choice of m. 
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We now pass to describe the structure of Char G for torsion groups. 
Let m,; and m, denote the same cardinal numbers of the p-component of 
G as those defined above for p-groups. Then we have clearly 


THEOREM 4. /f G is a torsion group, then 
(5) char Gx [D9 +3" e(0)] 
Pp \ a w 
It remains to discuss the case ee mixed groups G. Let 7 denote its 
maximal torsion subgroup, and define the cardinals m,;, m» for T as above, 
while the cardinals f,, {, for the torsion free group G/T as in §3. 
THEOREM 5. For an arbitrary group G we have 


Hom (G, C(p*)) = D*C(p*) + D°K+D°S+ DD" C(P') 
ip p my w=1 Mj 
and 


Char Gx S(See +> ars ars LASS op). 


| Mpi 


In fact, Hom(G/T, C(p®)) is, by Tileated 1, a divisible group, and 
hence it is a direct summand of Hom(G,C(p®)). A complementary direct 
summand is isomorphic to Hom (7,C(p®)). Theorems 1 and 3 complete the 
proof. 

§5. Corollaries. Finally, we derive some consequences of our results. 


COROLLARY 1. For any G, the groups Hom(G,C(p”)) and Char G are 
algebraically compact. 

In fact, their reduced parts are complete direct sums of algebraically 
compact groups C(p*) and &. 

COROLLARY 2. (LEPTIN [10].) A closed subgroup of a compact group G 
is pure if and only if it is algebraically a direct summand of G. 

By PONTRYAGIN’S theorem, a closed subgroup of a compact group G 
is the character group of a factor group of the character group of G, hence 
it is algebraically compact. The statement follows from the definition of 
algebraically compact groups. 

CorOLLary 3. Char G is reduced if and only if G is a torsion group 
and divisible if and only if G is torsion free. 

This follows at once from Theorem 5. 


COROLLARY 4. (HULANICKI [6].) A reduced group G admits a compact 
topology if and only if it is a complete direct sum of finite cyclic groups and 
groups isomorphic to some 8. 

By PONTRYAGIN’s duality theory, every compact group is the character 
group of some discrete group. On the other hand, if the cardinals Mi, My 
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are randomly prescribed, then e.g > (> ep") + S e(p| is a froup 
p My, ‘= My; 


whose character group is (5).’ 

CoROLLARY 5. (HULANICKI [5].) A divisible group admits a compact topo- 
logy if and only if it has the structure 
(6) | A+ S DC(p?) 

p P Py 
where «) p, is finite or has the form 2, 8) p=2" for some 4=®, and 
Y) ? 2p for every p. 

The group in (4) has evidently this structure. On the other hand, if a 
group of type (6) is given, then it is readily seen that it is isomorphic to 
>. (= C(p’)+ > a) which is isomorphic to the character group of, say, 
Pp 


%W q 
the direct sum of q rational groups G, such that exactly q, of them satisfies 


pG,+ G, and q of them satisfies pG,—G,.’ 

COROLLARY 6. (KAKUTANI [7].) The character group of a discrete group 
of infinite power mis of power 2". 

This follows directly from Theorem 5 by a simple calculation. 


COROLLARY 7. There exist 2" non-isomorphic compact (reduced) groups 
of power 2" which are algebraically isomorphic. 


Let t be the first ordinal of power m and B:= >) Ax1, Bo=: >> Asi 
i=1 ==] 


where A, ~ > C(p"). It is known ({9], [3], [4]) that there exists a reduced 


p-group G of m, of type rv such that its Ulm sequence is Ga(0=@< Tt) 
where Go= 8i+ 2B: and Ga(1 =«@ <7) is isomorphic either to B; or to Bo. 
There are 2" distinct ways of choosing the Ulm sequence in the required 
manner, thus there exist 2" non-isomorphic groups of the stated kind. 
Every such G satisfies: its basic subgroup B is isomorphic to B+ By and 
G/B= >| C(p”). By Theorem 3, the character groups of all these G are 


mt 


algebraically isomorphic. But they cannot be isomorphic in the topological 
sense, for, by PONTRYAGIN’s duality, their character groups are different dis- 


crete groups.® 


7 In this case the group [5] has Tycuonov’s product topology. 

8 For divisible groups we cannot state a similar result, since it is not even yet 
known whether or not the set of all non-isomorphic torsion free groups of power m is of 
power 2™. If one is interested in compact groups with indecomposable topologies, then 
only the character groups of directly indecomposable groups can be taken into considera- 
tion, and so only for a few smallest infinite cardinals can something definitive be statea. 


(See e.g. Huranicki [5].) 
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CoROLLaRY 8. (KULIKOV [9].) The set of all non-isomorphic compact 


groups of power 2" is of power 2". 


[1] S. 


This is an immediate consequence of Corollary 7. 


(Received 2 February 1959) 
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MEHRFACHE GITTERFORMIGE KREISLAGERUNGEN 
IN DER EBENE 


Von 
A. HEPPES (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


Wir streuen in der euklidischen Ebene abzahlbar unendlich viele kon- 
gruente Kreisscheiben aus. Gehdrt ein jeder Punkt zum Inneren von hichstens 
k Kreisen, so sprechen wir von einer k-fachen Kreislagerung. Gehdrt dage- 
gen jeder Punkt zu wenigstens & Kreisen, so handelt es sich um eine k-fache 
Kreisiiberdeckung. 

Wir bezeichnen mit 0, und 4, die (obere bzw. untere) Dichte [1] einer 
k-fachen Kreislagerung bzw. einer k-fachen Kreisiiberdeckung und betrachten 
die obere und untere Grenze dj= sup 6, und Di=inf 4 der Zahlen 0; bzw. 
A, erstreckt iiber alle k-fachen Kreislagerungen bzw. Kreisiiberdeckungen, und 
die obere und untere Grenze d, = sup 0, und D,— inf 4, der Zahlen 0, bzw. 
4,, erstreckt tiber die gitterformigen Kreislagerungen bzw. Kreisiiberdeckun- 
gen. (Wir nennen eine Kreislagerung bzw. Kreisiiberdeckung gitterférmig, 
wenn die Mittelpunkte der Kreise 


ein Punktgitter bilden.) Bekanntlich ° ~ : 
gilt [1] 
f=) = s-=- — 0,9060 
1 i y 12 ) 

‘@ ; AB ; 

at pies ei 900 , ots 1712 

27 
Ferner haben wir i 2 
kd =a Sai <k ; 

und Fig. 1 


kD; = D, = Dy >*k. 
Wir betrachten namlich das Punktgitter, das fiir k= 1 die extremale Dichte 
liefert, sowie eine Strecke, die zwei Gitterpunkte A und B verbindet, aber 
keinen weiteren Gitterpunkt enthalt (Fig. 1). Wir zerlegen die Strecke AB 
durch die Punkte Ai, As,..., Ax-1 in k kongruente Teilstrecken. Wenden wir 
auf die Punkte A= Apo, A1,..-, Ax-1 die urspriinglichen Gittertranslationen an, so 
entsteht ein neues Punktgitter, welches eine neue gitterformige Kreislagerung 
bzw. Kreisiiberdeckung von der Dichte kd; bzw. kD, erzeugt. Die iibrigen 
Ungleichungen sind trivial. 
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W. J. BLUNDON hat unlangst bewiesen [2], dab 


Diese 
p,—p,. (S419) V1 +5V97 _-p gai... 
48/2 
25 
Dare Oss ca cee 


Wir beweisen hier den folgenden 


Satz. Bedeutet d;, die Dichte der dichtesten k-fachen gitterformigen Kreis- 
lagerung, so gilt 


(1) rkdy fiir k <a 5 
und 
(II) d>kKdewdar k=5. 


In einer friiheren Arbeit [3] habe ich gezeigt, daB fiir k>1 ad >kadj 
ausfallt. Daraus folgt dann, daB die Lésung des Problems der dichtesten 
mehrfachen Kreislagerung fiir 1<k<5 nicht gitterférmig ist. 

Im folgenden werden wir unter einer Kreislagerung stets eine gitterfér- 
mige Lagerung von Einheitskreisen verstehen. Wir beziehen die Ortsvektoren 
auf einen Gitterpunkt 0, und bezeichnen einen Punkt und seinen Ortsvektor 
mit demselben Symbol. a bedeute immer einen kiirzesten und b einen zu 
a nicht parallelen kiirzesten Gittervektor, so dai o0,a und b ein rechtwinkli- 
ges oder spitzwinkliges Dreieck bestimmen. 

Es ist leicht einzusehen, dafi die Dichte einer Krieslagerung - 5 ist, wo 
P den Inhalt eines Grundparallelogrammes bedeutet. 


~ Beweis von (1). Eine Kreislagerung ist dann und nur dann k-fach, wenn 
kein Einheitskreis der Ebene k+1 Gitterpunkte in seinem Inneren enthalt. 
Daraus folgt die notwendige 


Bedingung A. In einer beliebigen k-fachen Kreislagerung _ gilt 


2 
[al 


a: 

HILFSSATZ. Sind sowohl die Seiten wie der Umkreishalbmesser eines recht- 
winkligen oder spitzwinkligen Dreiecks = s, so ist der Inhalt des Dreiecks 
= I 9, Gleichheit gilt nur fiir ein rechtwinkliges Dreieck von den Katheten 
s und \3s. 


Bewels. Ein Dreieck, das den Bedingungen des Hilfssatzes Geniige 
leistet, wollen wir zuldssig nennen. Wir werden einige Eigenschaften eines 
zuldssigen Dreiecks D vom kleinstméglichen Inhalt zeigen. Die Existenz eines 
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solchen extremalen Dreiecks wird durch den bekannten WeierstraBschen Satz 
yesichert. 


D ist rechtwinklig. Wir betrachten ein zuldssiges, aber nicht rechtwink- 
iges Dreieck von der kiirzesten Seitenlange /. Das rechtwinklige Dreieck mit 
zleichem Umkreishalbmesser r und mit einer Kathete / hat einen kleineren 
nhalt, und dieses neue Dreieck ist auch zulassig. Die andere Kathete ist 
14mlich mindestens r='s, da / hochstens )/3r ist (Fig. 2). 

Die Linge der kleinsten Seite von D ist s. Wir betrachten ein zulas- 
siges rechtwinkliges Dreieck, das einem vorgegebenen Kreis einbeschrieben 
st. Wir kOnnen uns die Gesamtheit solcher Dreiecke so vorstellen, da& sie 
in einer gemeinsamen Hypotenuse als Basis ruhen. Unter diesen Dreiecken 


Fig. 2 Fig. 3 


hat dasjenige Dreieck den kleinstméglichen Inhalt, welches die kleinstmég- 
liche Hohe, also kleinstmégliche kiirzeste Kathete hat. Folglich hat D eine 
Kathete von der Lange s. 

Der Umkreishalbmesser von D ist s. Unter den rechtwinkligen Dreiek- 
ken von der Hypotenuse 2r und Kathete s besitzt dasjenige den kleinstmég- 
fichen Inhalt, welches die kleinstmégliche Hypotenuse hat. Mit Riicksicht auf 
r=-s erreicht also der Flacheninhalt sein Minimum im Falle r—s (Fig. 3). 

Damit ist unser Hilfssatz bewiesen, und wir kehren zum Beweis von 
1) zuriick. 

Fall k= 2. In Hinblick auf die Bedingung A ist |a| = 1; folglich sind 
alle Seiten des Dreiecks 0,a,b =1. Da ferner auch der Umkreisradius von 
0,a,b =1 ausfallt, ist der Inhalt von o,a,b mit Riicksicht auf unseren 


Hilfssatz = oe Gleichheit gilt nur im Falle |a|=1, \b| = 3. Daraus folgt, 
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da die Dichte einer zweifachen Lagerung = a ist, und Gleichheit kann 
nur im erwihnten Falle bestehen (Fig. 4). Diese Lagerung ist tatsachlich 


zweifach, und so ist d, Tg eal 


2 
Fall k=3. Mit Riicksicht auf die Bedingung A ist |a| = 3° Auferdem 


. muB bei einer dreifachen Lagerung die weitere notwendige Bedingung erfiillt 


°o e ° e ° 
e ° I oO e 
° ° 
0 a 
e fo} e ° © 
Fig. 4 Fig. 5 


sein, daB jede Schwerlinie des Dreiecks 0, a,b mindestens 1 ist, denn sonst 


ot b viermal bedeckt (Fig. 5). Wir behaupten, daB der 


Inhalt von 0, a, b in jedem Gitter, das diesen beiden Bedingungen Geniige 


r 


wire z.B. der Punkt 


leistet, = iS ist. 


Wir werden also beweisen, dai der Inhalt eines spitzwinkligen oder 


rechtwinkligen Dreiecks, dessen Seiten = ca und Schwerlinien = 1 sind, min- 


3 3 
destens i betragt. Diese untere Schranke wird nur fiir zwei verschiedene 
Dreiecke erreicht. Die drei Schwerlinien zerlegen unser Dreieck in sechs 
flachengleiche Dreiecke (Fig. 6). Unter diesen Teildreiecken gibt es immer 
ein rechtwinkliges oder spitzwinkliges. Neben den urspriinglichen Seiten lie- 
gen namlich héchstens drei und bei dem Schwerpunkt hdchstens zwei stumpfe 
Winkel. Da ferner 0, a, b nicht stumpfwinklig ist, sind insgesamt hdchstens 
fiinf stumpfe Winkel vorhanden. Die Seiten des spitzwinkligen bzw. rechtwink- 
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ligen Teildreiecks sind mindestens 5 baw. A Deshalb ist auch der Um- 
kreishalbmesser dieses Teildreiecks mindestens >. Folglich ist nach unserem 


Hilfssatz der Inhalt dieses Teildreiecks 
> re und Gleichheit tritt nur fiir ein 
solches rechtwinkliges Dreieck in Kraft, 


dessen Hypotenuse = und eine Kathete 


+ ist. Die Hypotenuse muf immer an 


einer Schwerlinie von der Lange 1 lie- 
gen, die kiirzere Kathete kann dagegen entweder an einer Schwerlinie von der 
2 
e2 
liche Dreieck von’ zwei verschiedenen Typen sein (Fig. 7). In beiden Fallen 


Fig. 6 


_ Lange 1 oder an einer Seite von der Lange liegen. Deshalb kann das urspriing- 


ist der Inhalt des zugehdrigen Grundparallelogrammes —. Da sich aus bei- 


den Moglichkeiten tatsachlich dreifache Lagerungen ergeben, haben wir 


a3 
peel? 34, 
re) ° e oof ° e O18 oO ° ° ° e ° 
2 Oo ° e 
@ ° ° ° o.|6lUe b 
® ° 5 
vo) ° ° ° 0 a 
0 a . ; : . i 
° 
e ° ° e ° a : : 2 My 
Fig. 7a Fig. 7b 


1 
Fall k =4. Nach der Bedingung A haben wir |a| = on Wir heben noch 


zwei weitere notwendige Bedingungen hervor: 


10 Acta Mathematica X/1—2 
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Es ist |b| = 1. Sonst waren die Punkte 0, a, —a, b, —b im Inneren 
des um o geschlagenen Einheitskreises, der Punkt 0 ware also fiinfmal 
bedeckt. 

Der Radius des durch die Punkte 0, 2a und b gehenden Kreises ist 
mindestens 1. Um dies einzusehen, zeigen wir zunachst, dafi dieser Kreis 


oe 6 @ ° ° oO e ° ° ° e ° e ie} 


e@ o e e ° 6 ° e 
° b ° 
o : aki0 ri pe 
° ° fe} a 
e °o ° ° @ fe) fe} ° ® e fe} e ° e 
Fig. 8a Fig. 8b 
fe} (o) e eo) ce) ° oO 
8 fo) ° fo) e ° ° 
° ° ° ° ° ° 
e {e) 0 2a ° ° 
° ° e ° ° ° @ 
e ° fe) ° e ° fo) 
Fig. 8c 


immer fiinf Gitterpunkte am Rand oder im Inneren enthalt. Die Punkte 
0, a, 2a und b gehéren natiirlich zum Kreis. Da aber nach der Definition 
von b |a—b| = |b| ist, enthalt der Kreis auch den Punkt a+b. Wire also 
der Radius dieses Kreises <1, so wiirde der konzentrische Einheitskreis fiinf 
Gitterpunkte in seinem Inneren enthalten. 
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Aus unserem Hilfssatz folgt, dafi der Inhalt des Dreiecks 0, 2a, b ealis 


ist, mit Gleichheit fiir und nur fiir ein rechtwinkliges Dreieck von den Ka- 
theten 1 und //3. Dieses Dreieck bestimmt drei verschiedene Gitter, je nach- 
dem welche Seite die Lange |2a| besitzt (Fig. 8). Alle drei Gitter liefern tat- 
Sdchlich vierfache Lagerungen. Da ferner der Inhalt des Grundparallelog ram- 
mes eines solchen Gitters mit dem Inhalt des Dreiecks 0, 2a, b iiberein- 
stimmt, haben wir d= — 4d, 


Damit haben wir den ersten Teil unseres Satzes bewiesen. 


Fig. 9 


| Bewels von (II). Um die Ungleichung d, > kd, fiir k>5 zu beweisen, 
werden wir im folgenden fiir jeden Wert k>5 eine k-fache gitterformige 
Kreislagerung angeben, deren Dichte gréfer als kd, ist. 
. Es sei ABCD ein Rhombus von der Seitenlange 2, dessen kiirzere 
Diagonale BD <2 ausfallt. Die Lange dieser Diagonale sei so gewdahit,. dali 
der Durchmesser des Durchschnittes der um B und D geschlagenen Ein- 
heitskreise 2x—A0 sei (Fig. 9). Dann ist ac=2i|/ > und die Kreise 
vom Mittelpunkt A, B, C, D zerlegen die Diagonale AC in fiinf Teile von der 
: 3 1. Wir haben y—x==(k—2) i eas 
Lange I, y= aa gs 2x Ve y — ’ 
was fiir k= 5 positiv ausfallt. Folglich ist y > x. 

Wir betrachten das durch das Grundparallelogramm ABCD erzeugte 


ee Fe : Ke 
kreisgitter G und die Gitter CGT AC ((==1,..., k).Die Vereinigung 


10* 
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{G;\ dieser Gitter liefert eine gitterférmige Kreislagerung. Wird ein Punkt 
der Ebene etwa durch G; zweifach iiberdeckt (Fig. 10), so wird dieser Punkt 
mit Riicksicht auf y>x entweder durch G;; oder durch G,.; nicht tiber- 
deckt (Gi,,— G,). Deshalb ist {G;} eine héchstens k-fache Kreislagerung. In 
Hinblick auf BD <2 ist der Inhalt von ABCD <2\3, und demzufolge die 
Dichte von {G;} >kd,. ; 


Fig. 10 


Zum SchluB spreche ich meinen Dank Herrn Prof. FEJES TOTH aus;! 
der meine Aufmerksamkeit auf diese Probleme gerichtet hat. ; 


(Eingegangen am 5. Februar 1959.) 
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UBER DIE STRUKTURSATZE DER SEMIRINGE 


Von 
O. STEINFELD (Budapest) 
(Vorgelegt von L. RévE1) 


§ 1. Einleitung 


S. BOURNE und H. Zassenuaus haben in ihrer Arbeit [1] den folgenden 
Satz bewiesen: Es sei S ein Semiring mit Null- und Einselement ohne nil- 
potente Links- und Rechtsideale (0), dessen jedes. zweiseitige Ideal ein 
minimales Rechts- und ein minimales Linksideal enthalt. Ist S starke direkte 
‘Summe minimaler Linksideale, so ist S starke direkte Summe von Semiringen, 
die zu Matrizensemiringen iiber Divisionssemiringen isomorph sind.’ 

. In dieser Arbeit verscharfen wir dieses Ergebnis und zwar zeigen wir: 
Ein Semiring S mit Null- und Einselement, der starke direkte Summe mini- 
maler Linksideale ist, ist starke direkte Summe von endlich vielen Semiringen, 
deren jeder einem vollen Matrizensemiring iiber einem Divisionssemiring 
isomorph ist und die sich gegenseitig annullieren. 

Der Beweis dieses Satzes stimmt wesentlich mit unserem Beweis des 
‘Wedderburn—Artinschen Satzes der halbeinfachen Ringe [3] iiberein. 

Ferner beweisen wir in §4, da ein Semiring S mit Null- und Eins- 
element dann und nur dann starke direkte Summe minimaler Linksideale ist, 
wenn S starke direkte Summe minimaler Rechtsideale ist. 

: Dieses Ergebnis ist ein Analogon der Dualisation der Noetherschen 
Charakterisierung der halbeinfachen Ringe. 


§ 2. Definitionen und Hilfssatze 


7 Der Vollstandigkeit halber wiederholen wir alle fiir uns notwendigen 
Begriffe im Zusammenhang mit den Semiringen. 

Unter einem Semiring verstehen wir eine (nichtleere) Menge 
S={a,8,7,...}, in der eine Addition und eine Multiplikation mit den folgen- 
den Eigenschaften definiert sind: (i) S ist eine additive Halbgruppe, (ii) S 
ist eine multiplikative Halbgruppe, (iii) die links- und rechtsseitigen Distri- 
butivititsregeln @(8-+y)=a@¢e+ey und (a+/)y—ey+éy sind auch giiltig. 
Eine additive Halbgruppe wird Semimodul genannt. 


1 Die Definitionen siehe in § 2. 
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Das Element 0 von S heift Nullelement, wenn 
O+E=E+0=—€& und OF =—50—0 
fiir jedes &(€S) gelten. Das Einselement und die multiplikativ idempotenten 
Elemente von S definiert man gewohnlicherweise. 

Wir nennen einen Teilsemimodul { von S Linksideal, wenn &2€{ (E€S, 
2€1) gilt. Analogerweise sind die Rechtsideale und die (zweiseitigen) Ideale 
von S definiert. 

Von hier ab setzen wir voraus, dafi S ein Semiring mit Nullelement ist, 
woraus folgt, daB jedes Linksideal (Rechtsideal) von S das Nullelement enthalt. 

Wir sagen, dai der Semiring S idealfrei ist, wenn S kein von Null 
und von sich selbst verschiedenes zweiseitiges Ideal enthalt. 

Es seien S;,...,S,; Teilsemiringe mit Nullelement des Semiringes S. 
Ist jedes Element o von S in der Form o= Oo, -+-+-+o, darstellbar, wo 4, 
unabhadngig voneinander alle Elemente von S; (¢==1,...,) durchlaufen, so ist 
S die Summe von S;,..., S;, was wir durch 

S==Sit+-++ +S; 
bezeichnen. Wenn es auerdem S;nN S;=0 (i/) gilt, so ist S schwache 
direkte Summe von S,,..., Sx- 

Ein Semiring S heift starke direkte Summe S = S, +--+ +S, der Teil- 
semiringe S;,..., S; mit Nullelement, wenn S == S,;-+---+ S, gilt, und in der 
Darstellung 

G=O1 +++: +O (G€S, 0:€ Si) 
die Komponenten 0), 02,...,0, durch o eindeutig bestimmt und untereinan- 
der vertauschbar sind. 

HiLFSsATz 1. (Vgl. VAN DER WAERDEN [4], § 117, Hilfssatz 5.) Wenn der 


Semiring S mit Null- und Einselement starke direkte Summe von Linksidealen 
{,;,..., G, dst, und das Einselement « in der Form 


(1) ee +--+ 48, (¢; El) 
darstellbar ist, so gilt 


Va fair i=k 
2 ith) . ; 
(2) ENED | (Rie 
und 
(3) (= Se;. 

Bewels. Fiir jedes 4;(€1,) gilt 
A; = Lié = Ai 8 + ree -{- Lif; -|- D2 -+ hi€m (Ai e € li.), 

anderseits 


A:=O4 <6 +A, 0, 
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also wegen der Eindeutigkeit der Darstellung 
A ee==hj, A:& =0 (= k). 

Wendet man dies insbesondere auf 4;—~«; an, so folgt (2). Weiter zeigt die 
Gleichung 4;¢,=4;, daB [;=Ie; S Se; gilt. Anderseits besteht wegen ¢€[; 
auch Ss;€l;, womit (3) bewiesen ist. 

Ein Linksideal {(-40) von S hei8t minimal, wenn es in S kein Links- 
ideal {’ mit OCI’ Cl gibt. 

Unter einem Divisionssemiring verstehen wir einen Semiring, in dem die 
- Elemente (£0) eine (multiplikative) Gruppe bilden. 

Das Produkt von zwei Teilsemimoduln S;, Ss von S ist als die Menge 
aller endlichen Summen >/o;:02; mit o1;€S; und 0;:€S» erklart. 


HILFSSATZ 2. Ist { ein minimales Linksideal eines Semiringes S mit Null- 
element und «(=£0) ein (multiplikativ) idempotentes Element in {, so ist el 
ein Divisionssemiring mit dem Einselement «. 


BEWEIS. ef ist ein Teilsemiring von S mit dem linksseitigen Einsele- 
‘ment ¢. Da fiir ein beliebiges Element ¢4(£0; 2 €1) von él die Gleichung [-«4 =] 
und deshalb «f-¢4 — el! gilt, existiert ein Element ¢2’(40; 4’ €1) mit e/’-e4 = 2, 
womit Hilfssatz 2 bewiesen ist. 

Es seien M=={a, §,...} ein Semimodul mit (additivem) Nullelement @ und 
O={a,b,...} ein Semiring mit Nullelement 0. Ist ein Operatorprodukt 
aaé€M (a€O,a€M) mit den Eigenschaften 


(4) O¢c¢=o und aw~—a, 
(5) (ab)a=a(ba), 
(6) a(a+$)=aa-+ a8, 
(7) (a+ b)a—aa-+ ba 


definiert, so heiBt M ein (linksseitiger) O-Semimodul. 

Man sieht sofort, daB die Linksideale eines Semiringes S mit Nullele- 
ment S-Semimoduln sind, wenn das Operatorprodukt als das Produkt (von 
links) in S definiert ist. 

Sind M und M’ zwei O-Semimoduln, und gibt es eine eindeutige 
Abbildung «— wu’ (uéM, v’€M’) von M in M’ mit den Eigenschaften 


(8) (utr =u'+Y (u,v EM; w’,vEM) 
und 
(9) (au) =au’ (a€O), 


so ist M operatorhomomorph in M’ abgebildet. Ist die Abbildung ein-eindeutig 
und stimmt die Menge der Bildelemente mit M’ tiberein, so sagen wir, dab 
M und M’ als O-Semimoduln operatorisomorph sind. 
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HILFSSATZ 3. Die minimalen Linksideale Se;, Se, (&:=&, &—=&) eines 
Semiringes S mit Nullelement sind dann und nur dann als S-Semimoduln ope- 
ratorisomorph, wenn #;S«, von Null verschieden ist. 

Im Falle ¢;Ss:-0 gibt es zu jedem Element ci, = 8 e & +0(@€S) ein 
Element at; = ea" 8; =0 (a@*€S) mit 


(10) Chin —=& Und Cx, ei = &. 


Bewels. Sind Ss; und Se, operatorisomorph, und gilt bei einem gege- 
benen Operatorisomorphismus ¢@—+o8 (#0; o€S), so folgt mach (9) 
&, = 88; > &0& = 0& #0, also ¢;Se, 0. 

Es sei aj, = 8 @& #0 (@€S). Die Abbildung 


(11) O&€; — O&A &;, = Oj, (a€S) 


ist offenbar ein Operatorhomomorphismus von Se; in S¢&,. 

Wegen Sex #0, Sax, Se, und der Minimalitat des Linksideals Se 
besteht Sei, = Se, woraus & Sea, = &Se, folgt. Dies bestatigt die Existenz 
eines Elementes ej; = «&@" 8 +0 (@°€S) mit (10,). @@t:(€eSe) ist wegen 
(10,) idempotent und wegen @x @f:@ix = @ix& = @, 0 von Null verschieden. 
Da ¢,S¢; nach Hilfssatz 2 ein Divisionssemiring mit dem Einselement «; ist, 
mui auch (10,) bestehen. 

Setzen wir jetzt voraus, daB in der Abbildung (11) fiir die Bilder oa, 
bzw. ta, der Elemente os; bzw. te; (0, c€ S) die Gleichung oa, = Tex gilt. 
Multipliziert man diese von rechts mit @;, so ergibt sich wegen (10,) die 
Gleichung o¢;—e¢,, die die Ein-eindeutigkeit der Abbildung (11) sichert. Es 
sei zuletzt vs, ein beliebiges Element von S¢,. Nach (10,) besteht r& = tatiex, 
woraus sehen wir, daB ve, das Bild von rez; ist. Damit ist der Operator- 
isomorphismus von Se; auf Ss, bewiesen, was den Beweis beendet. 


§ 3. Die Wedderburn—Artinschen Struktursatze von Semiringen 


Ist S ein Semiring mit Nullelement, so bildet die Menge aller A-reihigen — 
quadratischen Matrizen tiber S nach der gewohnlichen Addition und Multip- 
likation einen Semiring mit Nullelement, den wir den vollen Matrizensemi- 
ring vom Range h* iiber S nennen und durch S, bezeichnen werden. 


SATZ 1. (Vgl. S. BOURNE—H. Zassenuaus [1], Satz 2.) Ein Semiring S 
mit Null- und Einselement, der starke direkte Summe endlich vieler minimaler 
Linksideale ist, ist starke direkte Summe von endlich vielen Semiringen, deren 
jeder einem vollen Matrizensemiring iiber einem Divisionssemiring isomorph ist 
und die einander paarweise annullieren. 
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| Bewels. Nach Hilfssatz 1 gilt 

(12) — S=Sat---4+Se,, 

(13) = te ten (= 83 8:6 —=0 isttk)e 1 kSA..., fi), 
wo « das Ejinselement und S«,...,Se, minimale Linksideale von S 
bezeichnen. 

Offenbar kann man voraussetzen, dai in (12) die minimalen Links- 
ideale als S-Semimoduln in Klassen operatorisomorpher eingeteilt sind. Da 
die nichtoperatorisomorphen Linksideale unter Se,,..., Sen infolge Hilfssatz 
3 einander annullieren, bildet die starke direkte Summe der Linksideale, die 
zu derselben Klasse gehéren, je ein Ideal von S. S ist die starke direkte 
Summe dieser Ideale und diese annullieren einander paarweise wegen 
Hilfssatz 3. Nach einer geeigneten Umordnung kann man erreichen, daB z. B. 


(14) a=Sa4-°---+ Se (CS hss) 
ein solches Ideal mit dem Einselement 
(15) e=a+---+4, (& =a; 8% —0(i 4A); i, K=1,...,h) 


ist. Es geniigt zu zeigen, daB a einem vollen Matrizensemiring iiber einem 
Divisionssemiring isomorph ist. Da die minimalen Linksideale Se,..., S¢, als 
S-Semimoduln paarweise opératorisomorph sind, kann man nach Hilfssatz 
3 voraussetzen, dafi solche Elementepaare 0;( 0, €¢;Se:) und 0%=0, €&S¢;; 
i=1I,...,) ausgew4ahlt sind, die den Bedingungen 


(16) 070; = & (pete< cK), 

(17) 0:0; = & (feel 2. s,1) 
geniigen. 

Betrachten wir die Abbildung 

(18) a —> (0; @0;) (Gent, j— 1). 2), 


wo die rechte Seite eine A-reihige quadratische Matrix mit Elementen d?«0, 
im Divisionssemiring #,Se,;—D bezeichnet. Nach (18) wird a in den vollen 
Matrizensemiring D, vom Range h? iiber D abgebildet, und die Homomorphie- 
eigenschaft gilt beziiglich der Addition trivialerweise. Da infolge (15), (17) 
und (18) fiir die Elemente «, 6(€a) 


h h 
ap — (0! @80;) = (di ee 80;) = pe 0; @&; 26; a by Of @ 0,0; 263 = 
= (0; @6)) (0; 80;) 


Echtig ist, ist (18) auch beziiglich der Multiplikation eine homomorphe 


Abbildung. rs ae 
Wir zeigen jetzt, daB jede Matrix (e”) (0%€D; i, j=1,..., A) von 
D, als Bildelement in (18) vorkommt. Wegen (14), (16), (18) und der Ortho- 
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gonalitat der idempotenten Elemente #,...,& hat (oD) in (18) das Urbild 
h 
> dol) d% Ea. 


*. Sind zuletzt die Bildelemente (0; @0)), (07 80,) (¢4,8€ a) gleich, so bestehen 
Of @ 0; = 01 80; (i, j= 1,..., A), woraus wegen (17) 


(19) & @8; = EP E; (if ea) 
folgt. Da wegen (19) und (15) 


h h 
a=ae' = > g0R= > fee pe =8 
ae | j=) 
gilt, ist auch die Ein-eindeutigkeit der Abbildung (18) bewiesen, womit der 
Beweis vollendet ist. 
Aus dem vorigen Ergebnis ergibt sich als Korollar der folgende 


Satz 2. (Vgl. S. BoURNE—H. ZaSSENHAUS [1], Satz 1.) Ein idealfreier 
Semiring mit Null- und Einselement, der starke direkte Summe endlich vieler 
minimaler Linksideale ist, ist einem vollen Matrizensemiring iiber einem Divi- 
sionssemiring tsomorph. 


§ 4. Aquivalenz einer links- und rechtsseitigen Zerlegung 
von Semiringen 


Satz 3. Ein Semiring S mit Null- und Einselement ist dann und nur 
dann starke direkte Summe endlich vieler minimaler Linksideale, wenn S 
starke direkte Summe endlich vieler minimaler Rechtsideale ist? 


BeweEls. Offenbar geniigt es zu zeigen, da die Bedingung ndtig ist. 
Es bezeichne ¢ das Einselement von S und es gelte die starke direkte 
Summendarstellung 


(20) S=h+t--+h, 

wo [;,..., fm minimale Linksideale von S sind. Gilt fiir ¢ die Darstellung 
(21) eé=e +--+ 8, (2.6L sois= 1, oa. gly 
so folgt aus Hilfssatz 1, daBh «; (i—1,...,m) orthogonale idempotente Ele- 


mente sind und [;—= Se; (i= 1,...,m). 


2 Wir haben mit Herrn A. Kertész zusammen [2] dhnlicherweise den folgenden Satz 
bewiesen, welcher wesentlich die bekannte Dualisation der Noetherschen Charakterisierung 
der halbeinfachen Ringe ist: Wenn ein Ring R ein rechtsseitiges Einselement hat und 
direkte Summe minimaler Linksideale ist, so hat R auch ein linksseitiges Einselement und 
ist direkte Summe minimaler Rechtsideale (und umgekehrt). 
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Wegen (21) kann man ein beliebiges Element o von S in der Form 


(22) O=4a%0+---+28,0 

schreiben, deshalb gilt S=aS+.---+¢,,S. Wir zeigen, dab 

(23) S=4S+--+anS 

gilt.” Zu diesem Zweck betrachten wir zuerst eine andere Darstellung 

(22’) C= 8101+ ++ + fn On (2;0;€8;S;i== 1,..., m1). 
Wegen der Orthogonalitat der «,,..., ¢,, miissen ¢;0;=e,0 (i= 1,..., m) beste- 


hen, womit die Eindeutigkeit der Komponenten von o bewiesen ist. Aus 
(21) folgt die Vertauschbarkeit der «, woraus «o0+¢0—(¢,+8)o= 
= (¢+ &)0 = 8;0-+-6,0, also sind die Komponenten von o in (22) ebenfalls 
untereinander vertauschbar. 

Um zu zeigen, daB das Rechtsideal ¢S (i=1,...,m) minimal ist, 
geniigt es einzusehen, dafi es fiir ein beliebiges festgewahltes Element 
€,0(0, 0€S) ein t(€S) mit 
(24) &0°T == &; 
gibt. Wegen (21) lat sich eo(40) in der Form ¢;0=¢,68,+ +--+ 808, 
schreiben, wobei z. B. die Komponente ¢;o¢, von Null verschieden ist. Da 
fiir das Linksideal S¢;e;o08, wegen der Idempotenz von ¢; und der Minimalitat 


von S¢&, 
8&8; 0 & = S&; 


gilt, folgt daraus «, S¢;-¢,08, = Se,. Dadurch wird die Existenz eines Ele- 
mentes o*(€S) mit 

(25) 8 0" 8+ 8; OF, = & 

gesichert. Das Element ¢,08,-¢,07%¢:(€8 Se) ist wegen (25) idempotent und 
von Null verschieden, deshalb muf infolge Hilfssatz 2 

(26) 8; O8j 8 O08; = &; 

bestehen. (26) zeigt, daB die Gleichung (25) mit t—¢,oe; lésbar ist. Damit 
ist der Beweis vom Satz 3 beendet. 


(Eingegangen am 13. Februar 1959.) 
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CONVERGENCE OF INTERPOLATORY POLYNOMIALS 


By 
R. B. SAXENA and A. SHARMA (Lucknow, India) 
(Presented by P. TurAn) 


1. Introduction. In a series of papers [4], [5] we have extended the 
case of (0, 2)-interpolation considered by Prof. TuRAN and his associates to 
the case of (0,1, 3)- and (0, 1, 2, 4)-interpolations. The (0, 1, 3)-interpolation 
concerns n given points in [—1, + ]], 

(1.1) L2=h >t>t >: >t >t, = —!1 

when the values of the function, its first and third derivatives are prescribed 
at these n points. In other words, given 

(1. 2) f@=6, fi=a, f' =a 

for i= 1, 2, 3,..., 2, we want to determine the explicit form of the polynomials 
of degree =3n—1 which take the values 6; at f; and whose derivatives at 
t; are equal to c; and whose third derivatives at ¢; are equal to d;. When 
we choose the n points to be the zeros of //,(x) where 


(1.3) a Gy —a(n—1) | P Py (t) dt = (1—°) Pi-1 (x) 


‘and P,(x) stands for the kth Legendre polynomial such that P,(1)—1, we 
have shown that these polynomials exist if and only if nm is even. So we take 
m= 2k= 4. 

The object of this paper is to study the convergence of the polynomials 
of interpolation R,(x) for which we showed in [4] that 


R, => ty (+ D cory )+ Dd W, (x) 


Benere Uy (X), vy (x) and w,(x) are polynomials each of degree = 3n—1. These 
polynomials are uniquely determined by the following conditions: 


i ‘ 1 J= ud , if 

(1.4) Uy (x;) = 0 for ay |? it, (X;) = 0, (x) —0, 

7 , 1 j=” TPP f ae 

(1. 5) Vy (x;)=0, %o=\9 for SPR Ae vit? (x;) = 0, 
, a 1 for j= ay 

(1. 6) Wr (%)=0, we(%)=0, Wr'(X%)—=)q for i, 


meere fj—1,2,3,..., 2 
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2. We now consider the sequence of points 
(2.1) 1=Xtn > Xan > +++ >Xnat,n >Xnn—=—l (n= 4,6,..., 2k, ee | 


where x,,’s stand for the zeros of /7,,(x). Then forming the interpolatory 
polynomials for each n= 2k we shall write the fundamental functions (1. 4), 
(1.5) and (1.6) as Uyn(X), vyn(x) and w,, (x), respectively. Let now f(x) be 
defined for [—1, +1]; we consider the sequence of polynomials 


(2.2) RC A= SFG) ten + LL Corn) Pon +S don Wo n(x) 


with arbitrary numbers d,,. We shall prove the following 


THEOREM. Let f(x) have the continuous derivative of order 2 in [—1, +1] 
with the continuity module w(0) of f” (x) such that 


(2. 3) eae dt 


0 


exists. Supposing that for arbitrary small «>0 we have for n>n,(«) and 
Vag | ep) ree nT 


(2. 4) |d,,| S en’, 
the sequence R,,(x, f) converges to f(x) uniformly in [—1, +1]. 


3. Preliminaries. The explicit form of the fundamental functions uw, (x), 
Vy (x) and w,(x) which we have found in [4] is the following : 


Denoting 7x (x) by Qon(x), we have 


(3.1) w, (x) = may i ( ty Pet 9), 
(3. 2) mn @—— gree free P,..(2)| 


and for 2=v=n—1 


x 


Qon (x) n- i(t) 
Wr (X) = 3 OFC.) Poa O) ie rary, | Seve 


(3. 3) 


— P,-1(x) pease: ‘I se at | — ae Al saa oH |: 
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further, if 


r(x) = ate R(x (x) K(x) + 
3. 4) 
2 i 

+(2 6 8a(n— Pee +7 Pes), 

in) — on i, (x) (x)+ 
3.5) 


+(e satay) OI 4 P P,.1() 


ind for 2=rs n—1 


B. 6) r, (x) =F (x)= {In (x) 


L, g l, o Pere 
BIT, (x,) ize ees fee a 


3 (1—x3) Pas (Xv) 


where 
TT H(S) 
Ti (%,)(x—X,) 


stand for the fundamental functions of the Lagrange interpolation based on 
Jur points x,, then we have 


:. 7) L, (x)= 


BS) = FO), GI ne 


ae is Qin (*) ( 


Hf Pe) (n—2) (n+ 1) 


Lae! emer Tory pes 1.8) + aq A) 


3. 9) tn) = FF 


cal} 
a for. =P=n—l 
3 * a IT, (x) al 

=: 10) ; () I; (xy) A (x) ey 3(1— x?) Or (x) + 

z dT), (x) = Qn (x) 

Gr (1) (1%), 1 (%,) ~ 180" (n—1)-A—x,) Pri (x) 


vhere 
IT, (x) 


Sn Pad 
ial PG" x) {Fa eek 


L Ov (xX) = 

3.11) ; 

+0) [FD ar42P.060| gp igy—*)} 4 
ai 


— 
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With the forms (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) and (3.7) the explicit 
form of the polynomials u,(x) which we have found is as follows: 


tn (XB) +g Fp he) KG) — 10K) 1} — 
(3. 12) a, + 2n°—17n? 4 182+ 8) wi (x) + 
Ae 1) (25 nt —50.n* +3522 —10n—48) wa (x), 
tn (8) = BR) bg pergy Hn) 10k (1) rs @)} — 
(acta) — aS czy (25 n*—50n? + 35n?—10n—48) wy (x) + 


“en (nt—2n'—17n?+ 18n-+ 8) w, (x) 


and for 2=r=n—1, 


_ 4n(n—1) Xr on ety 

br Oe Co aes 
2n'(n —1)' 8 IT, (x) L, (x) 1, (x) 

Gee) Te Ga os On tame ee 


W (x) + 
(3. 14) 


4. For our purposes we shall need some other representations of 
Uy, (X), vy (x) and w,(x). Using the integral 
P,- i) | : p— 2Xe 2 1 


Ais es 1—x, 1X) Pan (Xy)” ; 
at : 


(4.1) 


we have for y= 2, 3, ..., n—1 


POGOe eo mse 
i, (2) ee on Niraee 


O11, (Xo) Pac t—X, 
(4. 2) 
h 1 1+x, 1 
Pi) | betes J+(-ts } 
ea 1—x;, 2(1—x;) ‘Pes (i) o pe a (1—x;) Pit Oe) ‘ 
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and 
Hn (x) fiat n-1 (t) 
v eS gt a re dt 
Be ereTceyaacn rer 
(4. 3) 
1 1—x 1 
Piz i emian ee — y — 7 
2 10) (— ais is 2(1—x;) Tea 1x, yratat : 
respectively. 


From the form (3. 14) we shall determine some other forms for u, (x). 
From (3.7) we get 


ee etx) ly (x) 
(4.4) Saar Axl) ieee 
so that 
and 

2n*(n—1)' ani (n— Pe 


wi (x) Wn (X) = 


{4x,+(1 5c) Prt (x)} 


(1—x,)" He (X) 
__a(n—1) Ty (x) 
Stic )yir. 4x.) 


while 

4n(n—1)xy Oxy TT, (x) Pra) g 

i) pied ee eel [tit 

1 fix, 1 | 

Lge 19(- = 20x) Pe eee ey sel 
and 

4n(n—1) Xv Divilln (x) Pra 

(1—x ay Belt )oe es ti 1) x) Pe) | t—x, a 

i 1 
+Pri( Fr tag Pet 


ue lea Xyo 1 ] 
| ix (1-55) tap (E29) ; 
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Hence a 
| IT? (x) ox, (Pt Oy 
is (= PI) —x2) Pea) J i— Xr 
x, __2x,(1—%y) 2 
(4.5) P,.«(3)(1 WP. Gh Leridb ye yr) Fey 
+58 @ + 3p GeO 
and x 
IT? (x) \, Py O at — 
u, (x)= n(n =} ‘(—2) Pis ale t—X, 
x i Xy 2X» (1+ Xv) 2Xx | 
= , pa ee eee | ee 2 nh Pe 
(4.6) — Pi. ate Ze Baca aay I— x (1—x7) Pu-1 (Xv) | 
42 3 * Py-1 (x) 2 
+ 3 G (x) t 3PL3 (x;) lL, (x). 


5. We shall use some well-known facts about Legendre polynomials. 


For —1=x=-+1 we have 


(5:1) Lil (x)) = | 

(5. 2) IPx(x)| <1, 

(5. 2a) Py, (x)|-= /2 ee 
my1i—x 


the equation 


(uA) (1 —x*) Py (x) — 2x Ph (x) + m (im +1) Pin (x) = 0, 
1-3-5. —!1 — 

(5. 3a) Pi |= 5 = x>3 Ps 

and for the functions /; (x) 

(5. 4) Les She's! (—lS%e +13 f= 17 273,..:-5 2): 


We shall also use Markov’s and S. Bernstein’s inequalities, according to. 


which for a polynomial g(x) of degree 
—l=x=+1 


(5.5) ig’ (x)| Sm 


=m and real cofficients we have for. 


max |g (x)| 
-1lSr7=+1 
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and 


(5. 6) lg’ @\s 7s m max |g (x)|. 


The following results have been proved by 7 TURAN and BALAzs: 


For n=4,6,8,...;7=2,3,..., > 
1 
(5.7 Patni 
6.7) PG =m, 
2 Vv 
>. 8) j a —X;) > 4(n—1)? . 


We shall further make use of the estimates of ,(x) and r,(x) as obtained 
by TURAN and BALAzs. 
For n=4,6,8,... and —1=x=-+1 we have 


6.9) loo] 5 (Ba EONC—™) 5 4 1280(*)" tor 2xvs 4 
and 

re IL, @LO— a) 
(6. 10) os ae ritniaD) Gol 

+1280 [2=") for StisvsaHt, 

(5. 11) In@l<Z +2/2, In (x) <p +2)'n, 
(5. 12) (| 2872 |/2 for 25055, 
(6. 13) (| 87 |/ for 5 <vsan-t. 


6. Investigation of the fundamental polynomials of the third kind. 
In this section we shall estimate the quantity 


Si). 


For n=4,6,8,... and —lS=x=+1 


1 
(6. 1) mOl Sagar |Wn(x)| S 7 (n—lp> 


n1* 
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For the further fundamental functions we have 
LEMMA 6.1. For n=4,6,8,... and —1S=x=+1 we have 


8/22 |l,(x)| (I—x;) 


(6. 2) Waa ee na(n—ip 
+2560 (” -) aap iy Olt ee F oa <5 
and [25 
_ 8)2n |L la si 
(6.3) ieee m(a—ip + 


n—yoye 1 
+2562 2—" | (n—1) for 5 +1 =a) =n—l. 


Proor. Obviously, it suffices to prove the first assertion. Let first b 


LSP = 
since 
Pi1(t) Face p= n= io 
i= Or —X, T= aj (t— adi, 


we have on to (5. 2) 


[tstelac2eerteclcbera) 


t—x, Age 1 +X, 
= 


Then (4.2) gives owing to (3.7) and (5 2) 


1 T(x) |b(| 
Wr) 3 Tey TPs) 


TT | 
(6. 4) + 2 ©) E 9 + “ =< 
617; (x5) Pas (Ry) \ 1—x, 2(1—4) | Pn-1(X»)| y 
1 I(x) \bO| 1 5 IT, (x) l 


3 1Dy (Xv) |PaaQey)| T(r) | Pra(xy)| (I= 35) [Pua 6)” 
Since from (5. 3) 
(1— x5) Pas (x») = — nn (n—1) Py-1 (xy) 
and from (1. 3) " 
Hy (Xr) = — n(n—1) Pr-1 (x), 
we have from (6.4), owing to (5.1) and (5.7), 


EY [dy (x)| I= x7) 1 
ne (n— 1 v+ 2560 2 2) (n—1)3 . 


|W» (x)| S 
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For —1=x,<-x the estimation runs similarly, since we have again 


1 ‘ 
Pri) l l 
i cae at| <2 4 aa} 


ae 


For x= x, the lemma obviously holds. 
From Lemma 6.1 we deduce 
LEMMA 6.2. We have for n=4,6,8,... 


estimation 
. Ila 


2 | (2)| = > 


Proor. From (6.1) and Lemma 6.1, using (5.4), we obtain 


n/2 


“a AgI 1 > vb co|+ 


and —l1=x=-+1 the 


2 |W, (x)| =i —1) = nz ei! ii. — 
“i oe 
v=5+l 
iy 2) 
ME 1 — A i= , ba eile 
er aa ns (n—1)? (S» vt) nlave (x) ea iz 


In ae to show that the estimation of Lemma 6. F is in a sense best- 


s0ssible, we prove 
LEMMA 6.3. We have for all even n=8 the inequality 


~ C10 
2% O)| >a 


‘Proor. From (3.3) and (4.1) we have 


Og ay (Sl |, 
c= 6n°(n—1)° Py-1 (Xv) Pais a 2) | | 


Jsing (5. 2a), (5. 3a) and (5.8) we get 
; ee ] , 
2m Ol>salZ) aaa es ler? 


‘i 
es ee at|> silZ) n Gat EF 


BE (ity i | > ne’ 
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7. Investigation of the fundamental polynomials of the second 
kind. We need the 


LEMMA 7.1. For n=4,6,8,... and.—1=x=-+1 the estimations 
4 1 4 1 
A 1 » oes | ae 
(7. 1) |v (x)| < n Vn’ | vn(x)| < n Vn 


hold. 


Proor. It is enough to consider 7 (x) only. 
Owing to the estimates of r(x) (see (5.11)) and (5. 1) 


eae yaa 


n(n— 


w(x)=s 


44 2Vnt z\ cate 
V2 | 
ca 1 1 4 1 
2 ee ba 
Alice) re Yn + v$(n—1)x [ 2n(n—1) , Sr te 
Further we have 
LEMMA 7.2. For n=4,6,8,... and —1=x=-+1 we have 


‘A Bs 8/22 64) 2:7 1 eee 
|v» (x)| = are 1) v |b, (X)| + 3n |r jor, Lawes ye 


and 


nee 8 | 2 
"3 \'n(n—1) 


for ear S=rsn—l. 


(n—Yr)|l,(x)|+ 


|v (X)| S 


64/20 1 
Sn bia-yv 


PROOF. We may confine ourselves to the case 2= 75 From (3. 10) 


we have ss 
| vn(x)| S| Ar] + | A2| +] As] +] Aal, 
Wee Us (x) Tn) Tn (X)| Pas (X)) 
9n (n— 1) (iaaxd) Lt Ge )|\P* 1 (x; )| On" (a—1) (1—x5) Pe (xy) 


and using (5.1), (5. 2), (5.7) and (5.8), 


IIA 


1 256 2? 1° (Sty B - 512 1 
co on (n—1) i” I ie Pe 


fae 
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|As| = 1 T(x) 
6n(n—1)(1—x) 1s) Pas oy 
1 1 Oo 2 ¢ 
= —_--_ = j (x) me OF Zz! Y for 227A, 
6n (n—1) (1—x;) LPs (xy) 3 n |v 


n(n—1) |, 
2A gee eect LOL ap 
3(1—x,) | Ti (x»)| 
Using for the estimates of 0,(x) (5.9), we have 


| As| phair i. w(x)| (1— 


ea eel 
A 1 ie 
Te 1C=5e ae 28.4( 7 (n—1p2 i= 
8 2 
pate 7 RO ao = 
~ 3/'n(n—1) ne Aifi—1) 1—x, 
ore een m2 sve. 
3 /n(n—1) te 2 
Again for the estimates of r,(x) we use (5.12) and we have 
(dts 348 | x . 
|Ai|S Frey lo) = gia fors 2eaex Sn—1. 
Hence 
3482 . 2048 8/22 64/22 , 512 
v ee po i _ = 
|vr(x)| S aig an ' 3)n(n—1) v\l,(x)| + 3a] P ney 
213, “35 5 ¥ | Ly oo) A for 2sv=—. 
n  3\n(n—1) ets 2n |v 2 


From Lemma 7. 1 at Lemma 7. 2 it follows 


LEMMA 7.3. For n=4,6,8,... and —l1=S=x=+1 
estimation 


2, |v» (x)| = 2333. 


Proor. From Lemma 7.1 and Lemma 7. 2 


> leo (2) =[ri)|+ li + Slo] 


88) 2 2132(hsa)it 8 V2n fe 
Syst on Sta G et ot 


we have the 
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168 
nok 64 2: ( ue 1 n-1 1 i 
+3 a. oe tees a 
eseean ree | 4 y= +1 ) eee 
2 1 1 2 
De | Re TAN” be eee / 
221354 10 ae Sr} (3 bo) +B sass 
— ral pal 


To prove that Lemma 7.3 is best-possible we state 


Lemma 7.4. For all sufficiently large even n’s we have for a suitable 


numerical positive Cy; 
& |r (0)| = Cy3 . 
Proor. From (3. 10) 
IT,(0) | tei] oe 
= (0) = ige 5 Oy 0 
EAE. IT (3) WE 3 (1—Xy) Pn-1 (Xy) ose 
i IT, (O) 
6n(h—1} I—20) Pea Oa) 


which gives with the help of (3.6), (3.11) and 


1 


oO) (eee eee 
erase (1—x3) P21 (x,) 
1 
EIU eA 20s, 
t—x, 1—x, (1—x>) Pu-1 (xy) 2 
0 0 
‘: Oy Ws iar = (Pai (0} pe (t) . fetes 1 | Pug () dt ae 

n(n—l) Pri)! d x) 6 Pri) (CX) 


2 1 

maori Tere SPW EEERS hye ne b 

3(1—xy) Pr-1(X,) 3(1—X4) Pn-1(Xy) } 

Using (5. 2), (5. 2a), (5. 3a) and (5.4) for sufficiently large even n’s and for — 


‘ sv=s B we obtain 
1 | 2 1 
9n(n—1) Pai (x)! 3(I— 33) Pha(%) XO Xv |PaalXy)] 
im 1 
3(1—x>)|Pa-1(%»)| 
from which Lemma 7. 4 easily follows. 


vy (0)| > 
Ci2 C138 


> > > 
n(n—ly P,-1 (xy) n 
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8. Investigation of the fundamental polynomials of the first kind. 
LEMMA 8.1. For n=4,6,8,... and —1 <x +1 the estimations 

3. 1) [us (x)|<3Vn+2n, |un(x%)|<3Vn+2n 

old. 


PRroor. It is enough to consider w(x) only. From (3. 12), using (5. 1), 
m2), (5.5), (3. 7), 


; n(n—1) 
SEL Ney eae 
nd (3.4), we have 
OS Seri) + tg lolli elt 
214/28 CD +S iment elle @limeyl+ 


1 5 _ 
femal ay] IT, (x) 1 +] P,-1(x)|) S 


Mee fj 20, l—x fy He (x) ze 1 i 
a Cd = xe i) Os eieanG= = 
1 2 1 tes 
pecs: ag fat fe ane I Te - 2 (n— fee 
LEMMA 8.2. For n=-4,6,8,... and —1=x=-+1 we have 
Sree te 512/22 _, 
"1 A 2 
3. 2) 
RONEN a te |8(x)| for 2svE5 
d ——— 
2 aa 
Ole Va art SIV 2 (nay + 
Ais 


Vn—v f(x) +> 3 any (x)| for = +1 <v=n—l. 


PROOF. As before, it suffices to prove the first assertion. Let first be 


Moi Xy seals 


 f Bes ae] 2o( 4 I} 


t—Xx, Xy—Xx 1— x; 
=] : 


wing to 
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we have from (4.5) 


IT; (x) (hic, | h M2xy 
lt»)! = Sai —x) [Pea | See 
9 |x, Eye 
(8.4) bial FO Sa 
gg 182 pO | 0 nyt 2 IRV 7 BOE IE OL 


For —1<x,<x the estimation runs similarly. The lemma obviously holds 
for X,=X. 
From Lemma 8.1 and Lemma 8. 2 it follows 


LEMMA 8.3. For n=4,6,8,... and —1=x=1 we have 


> |n@) = 10n. 
PROOF. 
Slur] s 4046+ S16 C+ 


n-1 


3 n/2 
a a pall Gy *. 1i-@9| | 42:10 La U 


scl? 


EVrbe+ > \n—r2o|s 


— stl 


<4n+6/n+— + Oren J} ( [Tn (x)} + 


+1074 y2:en Sng M28 ($y | 4) = 


vel 


AE u 


Pwyaae4 + 10'%n-+— + n(n +2) = 10°n. 


Though we have not been able to show that our estimation is best- 
possible in Lemma 8.3, yet we prove 


LEMMA 8.4. For all sufficiently large even n’s we have 


> |4»(0)| > cu. 


CONVERGENCE OF INTERPOLATORY POLYNOMIALS 171 


Proor. From (3.14), (3.1), (3.2), (3.3), (3.7), (4.1) etc. we have 
0 
u, (0) = 2 Pcs (0) ey | P,1(t) Ati) xe BoP (0) 
) 3 Hn (%)b 1—x, J ¢—x,)" © (1x5) Pua (2) x: 
On using (5. 2a), (5. 3a), (5.8) etc. we have 


P n 1 
3 9 (21) |Paa() 


n(n—1) |x| 
(I=) [Poa @) 


|Uy (0)| > 


_ 2 (2—1) |x, Pas Ol gy [Pi-1 O)I] , 


lee x, } (t—x,)" ios : 
IU ; ) 
oh aigah la diated |> 
27 n(n—1) ix te 


from which Lemma 8. 4 easily follows. 


9. Lemmas on Jackson means.’ Let ®(4) have the period 2:7, then 
the Jackson means of ®(Q@) is 
4 


sin —~— 
2 


An alternative form of /;, (6, ®) is, as well known, 


9.2) |,(0, 0) = saree) | (10420400 2p} (80!) at 


From (9. 2) it follows 


n/2 


: sin nt 
_*) i Seen Ser) 
We have the following 
) LEMMA 9.1. Jf ®(@) is everywhere continuously derivable, then for an 
arbitrarily small «>0 we have for n> 1n(é) 
| P(A) —Jn(O, ®)| = e/n. 


1 The results of this section are well known and are given here for the sake of 


completeness. 
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For the proof of the lemma see TURAN [3], JACKSON [6]. From this we at 
once have 


LEMMA 9. 2. Let : 
@ (6) —| O(9) sin dad, 
i) 
then 


| 0) —| Jn (9, D) sin Fad | a (i= cos 4). 


We consider the polynomials /,(6,®) belonging to ®(@)—f" (cos 4). 
Since (6) is now even, J,(6,®) is a pure cosine polynomial of order 
2n— 2, i.e. 

Jn (are cos x, D) = 712,-2 (Xx) 


is a rational polynomial of degree 2n — 2 and 


[2 


Tlon-2 (X) = 3e1 {@ (arc cos x — 2t)+ 


(9. 4) ee +1)¥ 


+ @P(arc cos x —2?t)} ae ay dt. 


Lemma 9.1 gives for —1 =x =1, arbitrary small ¢>0 and n>n,(é) 


(9.5) |7-2(0)—f' (x)| S ela. 
Putting 


x 


(9. 6) Pays (x)= | r2n-2 (x) dx, 
1 


Lemma 9.2 at once gives for —1=x=<1, arbitrarily small «>0O and 
n> n,(é) 


o ~ 
(9. 7) |Pon-s (x) —F@)+F(1)| <=. 
We shall need the following lemmas which have been proved by TURAN” 
and BALAzs [3]: 
LEMMA 9.3. We have for the z2.-2(x) defined in (9.4) the estimation 
|73n-2(+ 1)| S cen’. 
LEMMA 9.4. For —1<x<+1 we have for n>ng(s) for 2-2 (Xx) 
defined in (9.4) the estimation 
d f’ (cos 8) | en 
dé 1 1— x?" 


” 1 
7U2n-2 =7——a, M 
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10. The proof of the theorem. The lemmas given before, very easily 
prove our Theorem. Owing to the uniqueness theorem in [4], we have for 
the polynomials P:,-:(x) in (9.6) 


arte § Pa (= os, Pon (Xn) Uyn (X) + nS PIE ien) Ora (X) 


of 2 Pee (Xya) Wyn (x), 


Poy-1(X)== >, Pon-t (Xon) Urn (X) + 
(10. 2) . pact ; 
>> FT2n-1 | Cyn (x) -t 2 TU3n-9 (<n) Wyn (xe 


Hence owing to (10. 2), (2. 2), (2.4) and the remark that in (2. 2) 
(10. 3) sa) 1) 

yl 
we have for n> 14(s) 


FC) — Ra (Xf) SFC) —L() — Paes (| +] D (Pens Con) =f (on) + 


$F (M)) ton (2) +S fot00-2 on) —F (on) tn (2) + 


(10. 4) + 3 (ths 2(ton) — din} Won (X) = |f (x) =f (1)— Po (x) a 


+ Dn (x) | max | f(“)— Pon-1 (u) +f(1)| + Diem | max [f"(2) TTo,,-2(v)| Zr 


n 
oe en? 2 | Wyn (x)| 3 a | TU -2 (Xon)| [Won (x)| ¥y 
— x 


Using Lemma 9.2 and Lemma 8.3, the first two terms in (10. 4) tend to 
zero uniformly for —1=x=1; so does the third term in consequence of 
Lemma 7.3 and Lemma 9.1. The fourth term similarly tends to 0 owing to 
Lemma 6.2. To estimate the last sum in (10. 4) 


n 


> | 28-2 (%m)| |W OSS, 


V=1 

we write owing to (2. 1) 
S = | 205)-2(1)| | Win (x)! + | 05n-2 (1)! | Wan (X)| + 
n-1 
+2 


(10. 5) 


Jl5n-9 (Xrmn)| | Won (x)|- 
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Lemma (9.3) and (6.1) obviously give for the first two terms in (10.5) the 
upper bound ¢7n-. 
In order to estimate the critical sum 


1= Sas 1-2 (Xen) | | Wyn (x)|, 


we use Lemma 9.4 and Lemma 6.1. These give 


n-1 2 2 
M, jets y | 

S = 5) 3/ > > +. — 

Ses (I—a)" | =x.) n= (n—1)° Mace 
“ n-1 M } [bn @lr_ ele n-1 
10.6) = as Fn ole ae 
(10.6) en 3) Te te n| Rr Tas: n 

aes ) | Ree y" Se es 


Now 


fen. > V |Lm (x)| 


n° a ah v3 (1—Xpn)* 
Schwarz’s inequality gives owing to (5.8) and (5. 4) 


n-1 
Si< Feed Dylon 2) < 2 
(10.7) n(n—l) 
l ke hates n-1 
Sii=en > Sil V |Ln(X)| « 
a “(nly Rex Va(n—1y } 
Schwarz’s inequality gives owing to (5. 4) 
1 
Si! < ———_; le a log{X) ‘| me “ < Ca é/N, 
(10. 8) Vn mtn ai) ae 
n-1 v 
Si’ = : 
n ot Ak. (ae ya 
Owing to (5.8) we have 
n-1 
(10. 9) Si < aa ae < Coo My ms 
For the sum 
SY’ =— é a vy 


n (n—1)° p> (1+x>n) ; 
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ising (5.8), we have 
10. 10) 1” <cge/n. 


10. 4), (10. 6), (10. 7), (10. 8), a 9) and (10.10) complete the proof of the 
Theorem. 
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ON MODIFIED (0,2)-INTERPOLATION 


: By 
R. B. SAXENA (Lucknow, India) 
(Presented by P. TurAn) 


1. As well known, generally in most of the interpolation formulae the 
function values and consecutive derivatives were prescribed at the funda- 
mental points. The name ‘(0,2)-interpolation” has recently been given by 
Prof. TuRAN [1] to the simplest case of interpolation in which this is not the 
case. He thus means (0,2)-interpolation. as one where the values of the func- 
tion and its second derivatives are prescribed at some points. 

In a series of papers [1], [2] TURAN and his associates consider the 
following problem of (0,2)-interpolation: Given n distinct points &,§&,...,&, 
with 
(1. 1) eed. = ben = Gl yy St 1 


and arbitrary numbers 
Diy Deyn 2 30n3 


Big Pr, Sige 0°93 Bn, 
it is to be decided whether or not there is a polynomial R(x) of degree 


=2n—1 such that : 
Raley) z= Oy, 


Ra (E,-) are By 
and what is the explicit form of those polynomials if they are uniquely 
determined ? 


Oa eee nl) 


2. In this paper I study the case of (0,2)-interpolation with an extra 
condition on R%’’(+ 1). We thus seek a polynomial 2,41 (x) of degree =2n-~+-1 
where the values of the function and its second derivatives are prescribed 
at the n points 
(2. 1) —|2a%, <i MS Tl 
and the values of the third derivative at the points x,+ x, are also pre- 
scribed, i. e. 


(2. 2) 


fn), = giveny) 
fini Xe) 9s = Biven 


Sania (+ 1) = yi = given. 


(ez. cas, Th); 


12 Acta Mathematica X 1—2 


—— 
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The points x, we choose to be &,, the zeros of the polynomial 


(2. 3) IT, (x) = (1—x°) Pn-1(x) 
where P,,-:(x) is the (2—1)th Legendre polynomial. Thus 
(2. 4) Pn-1 (Ev) =0 (v= 2347 eee 
All zeros of P%,-1(x) are simple. 
oe et 
(gal) n=2k+1 
and 


(3.2) FILE xX,>X_> +++ > Xe > Xep1 =O > Xap > ++ > Xn = —1 

with 

(3. 3) Xj — XOK42-7 (Gi=k+2,k+3,...,2k+1)3 
The following theorem is analogous to the Theorem | proved by TURAN and 
SuRANY! [1]: 

THEOREM I. /f n=2k-+-1 and the points x,,X.,...,X, satisfy (3.2) 
and (3. 3), there is, in general, no polynomial f(x) of degree =2n+1 such 
that for given Vy, Vy, V1 
(3. 4) x)= rr, J Ose (yee TO ede 

PE) =. 
If there exists such a polynomial, then there is an infinity of them. 

The proof of the theorem can be made on the same lines as the cor- 
responding theorem of [1], but for the interest I give the proof of the the- 
orem in Art. 5. 

Taking x, as the points &, the zeros of J/,(x), we shall show in 
Art. 6 that in the case of infinitely many solutions in Theorem | for n= 3, 
the general form of the solution is 
(3. 5) F(x) = fo(x) + ch) 
where f(x) and f,(x) are fixed polynomials of degree = 2n+1 and c isan 
arbitrary complex number. : 

AccFOr sss | 
(4. 1) n=2k 
we prove the following 

THEOREM II. /f n= 2k, then to prescribed values y,,y?, y%2, there is @ 
uniquely determined polynomial f(x) of degree =2n-+-1 such that 
(4. 2) losy==y55 -7' (a (yv=1, 25...) 

1s Ge 9 eh 2 
if X, stands for &,, the zeros of IT,(x). 
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The proof of the theorem will be given in Art. 7. 


The: other part of the paper will be devoted to obtain the explicit form 
of the polynomials when they are uniquely determined. 


5. We now prove Theorem I. We decompose the polynomial 
2n+1 


{xe a Chix” 


y= 
into even and odd parts: 
Qk+1 Qk+1 


S(x) = > CoyX?”, t(x) = Di Cys? 
yv=0 v0 
The first part of the conditions (2. 2) will then give 
(5.1) F(Xv) = S(Xr) + t(xXr) = yy, 
3 F (Xv) = 8(Xr)— ty) = Yur 


Since s”(x) and ¢’(x) are again even and odd polynomials, respectively, from 
‘the second part of the conditions it follows 


(VS 15 Zany A). 


OL gies. Wp) Et yee, | 
(5.2) ae ) A ) “( ) : | eel cs etal) 
‘i (—x,)=s (x,)—t (i) =), vt+l 
The third condition requires 
E, F'(a)—s"(e) +E" =I 
( . ) f je (—x,) — aed (x,) +. t’’’ (x) an Pe 
From (5. 1), (5. 2), (5.3) we get for t(x) 
vv Juv , Vr —Vn-vt ee 
(5. 4) t(x,) =, x)= G12, 


Mei Yi +n 

SN Ee ee 
and, of course, 
>. 5) £(0) =?” (0) =0. 
Since the last condition is automatically fulfilled, in the case of an odd r 
we have 2k-+-1 linear equations for the 2k+2 coefficients of f(x). Hence 
apart from special values x, the system (5.4) has an infinity of solutions. 

For s(x) the equations (5. 1), (5. 2), (5.3) give 


v n-¥- ” Vy + ye eee 
(5. 6) 5 (Xp) = Pet ent "(x)= (tle ey 


"(y= V1 = 


m1)" s(0) =a, s’(0)= 2c. 
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The coefficients in this case to be determined are 2k+ 2, out of which 2 are 
determined from (5.7). For the remaining 2k coefficients 2k-+1 linear 
equations are furnished which is one more than the coefficients to be deter- 
mined. These results prove Theorem I. 

6. As stated in Art. 3, we shall consider with an odd a, in the case 


of x,—&,, the general structure of the solution. 
The assertion is obviously proved if we show that in our case all poly- 


nomials f(x) of degree =2n-+-1 satisfying 


(6.1) 4G) =P’ ENE 0 A EM, 2,-2.0) 
and 
f’"(£1)=0 
are 
‘ 24 48 


6. 2 ee Pe ee ee A age 

(SoA) sustdl | |[s Tn°’—Tn—2 Fea) erae a 

with arbitrary numerical a. If f(x) satisfies (6.1), the first part of the con- 
ditions implies 

(6. 3) F(X) = In) QnvrX) 

where @n41(x) is a polynomial of degree =n-+1. Then the second part of 
the conditions means 


(6. 4) TT (Ey) Qn (Ev) + 211) (&,-) Qin+i (Er) = 0 (v= 1,.. 400 
The differential equation satisfied by 

(6. 5) IT, (x) = (A — 2°) Ph-1(x) 

is 

(6. 6) (I—x*) IT (x) + a(n—1)1T,.(x) = 0 (n = 2). 
This gives 

(6. 7) I ag (Fao (vy = 2, 3, 4,...,a—T1). 
Therefore, since €, are simple zeros of //,,(x), (6.4) gives 

(6. 8) Gn+1 (E>) = 0 (vy = 2, 3,...,2—]), 
i.e. we can write 

(6. 9) Gnsi(X) = (ax’ + bx-+c)Pi-1 (x), 

consequently 

(6. 10) Quia(x)= | (ax?+ Ox+9Pi (dx +k. 

Hence . 


(6. 11) F(x) = 17,(x) } | (ax? + bx +0) Pi s(x)dx+k}. 
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To determine the constants a,b,c and k, we use the requirements 
P(r ly=0 
| ig ed Wy ed) 
We shall now require the following results which are easy to verify (see 


[1], [3)): 


and 


(6. 12) Pia(1)=4a(n—1) = tee 1). 
(6.13) Pia (I) =F (2 2)(2-1) Pi a(1), 
Pia(—1) = — (n—2)( + 1) Pha(—1), 
(6. 14) WA) = — a1) = (—1Ny":, (—1), 
(6. 15) Ate = — 5 at(a—1 = (-1)' Tau 


(6. 16) i"(\y=—4 m(a—1)?(n—2)(n + 1)=(—1)" TT (1). 


Hence from /’’(1) =O we get 


(6.17) [20 + ; k| iO =0 
and f’”(—1)=0 gives 

(6. 18) [Fk—0)+@+9=0 
which therefore gives 

(6. 19) b=0» and Fk=—(a+0). 


Further f’’(1) 0 and /’’(—1)=0, respectively, give 


se aaa 2 =) (a Ee) =0 


(6. 20) 


and 
9n’?-—-9n+6, (n—2)(n+1), 4, 3(3n'—3n—2) =a) 
Reis Sao rs a gee ho 8 8 an 


From (6. 19), (6. 20) (or (6. 21)) we have 
ki - 48 
p22) a Tn’—Tn—2’ 
c 24 
2) ape eee pee 
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Hence 


(6.24) f(x)=a 


; 24 
{ls pee teers Fx Wer 5\P n-i(X)dX + ie 
Si 


7. The proof of Theorem II runs parallel to the reasoning of Art. 6, 
and we write 


(7.1) f(x) = 11.00) | | (a’x2+.8'x+c') Pra(x) +]. 


If this case when n is even, the equations corresponding to the equations 
(6. 17), (6. 18), (6. 20) and (6. 21) are 


a. (Leen) eere)—o 
(723) Ries i k’ +0) +(a’+c’)=0, 
(7.4) ee se SOY, 
la?— =, 
a In a 10 (a’ +c’) =0, 
(7.5) SS ae 
_ ar aaa Lee 4c) =0, 

whose solution is 
(7. 6) a'=b'=¢=kK =—0, 
1. @ 
(7. 7) xyes 

Now this means that writing out 
(7. 8) fE)=f" &) =f" (+ 1) =0 


as a linear system, the determinant is not zero. Considering the general. 
problem 


(7. 9) fG)=v, fF’ Er) = Vr (v2 172,002, a) 


and 

PUL) =e. 
this shows that the corresponding linear system is always uniquely soluble, 
and Theorem II is proved. 
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8. Explicit representation of the interpolatory polynomials. We 
now. consider the following problem of this sort of (0, 2)-interpolation: 

Given n (= 2k) distinct points &,&,...,&,, the zeros of IT, (x) with 
(8. 1) tee — ee << 6 1, 


and arbitrary numbers 
Cy Gos ns 


Bis Parcs <> Bas 

Yi and yy. 
We want to find an explicit form of the polynomials R,,(x) of degree S2n+1 
such that 
(8. 2) R.(E)=e,, Rié,)=—6, (v=1,2,...,n) 
and 

m (X)= Yi» Rn’ On) = Yn. 
The existence and uniqueness has already been proved in Theorem II. For 
convenience we select the numbers &, as n different real zeros x, 
(8. 3) —1 = Xn < Xn-1 < Xn-2 So << H+ 1 
of the polynomial /7,,(x). 
For Re,(x) we evidently have the form 


2k 2k 
(8.4) Rexx) =D erry) + DX BoQr(x) + 710.(2) + Yo On(2), 


where the polynomials r,(x), ¢,(x) and (0,(x), o,(x)), the fundamental poly- 
nomials of the first, second and third kind of this sort of (0,2)-interpolation, 
belonging to the points x,, respectively, are polynomials of degree =2n-+ 1 = 
=4k-+1, uniquely determined by the following requirements: 


(8.5) reay—=} 4 for an, 


5 fe(Xj) = 07 re’ Ce 1) =90, 


” 1 J salle vr one 

(8. 6) 0,(x;)=0, Oy (x;) a } 0 for i# y\? Or (= 1)= 0, 
(8. 7) 0,(x;))=0, of (x)=—0, of’ (1)—1, of’ (—1)—09, 
(8. 8) On(x;)=0, On (x%)=0, on’(1)=90,-on’(—1) = 1, 
respectively, where j= 1, 2,..., 7. In what follows we shall explicitly deter- 
mine these fundamental polynomials r,(x), @(x) and (0,(x), On(x)). 

9. We shall denote by /,(x) the polynomial of Lagrange interpolation, i. e. 

IT,.(x) 

(9. 1) L(x) = (ex) I) 


1 From now on we take n to be even. 
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possessing the properties [2] 


el | ae 
(9. 2) L(x) = 0 for fee (j= 1, 244-50) 
(9. 3) EOUG)=0 (v=2,...,n—1). 


We shall also require the following results which are easy to verify (see [2], 
4) Qarsn—l): 

(9.4) (l—P)(t—x) l(t) +20U—P) LO) + a(n 1) (t— x) b(t) = 0, 

2 fC) 


Aes 


ye AOD yy Dt) 
0.5) OS rsp) Ce) ee at) eee) 


(9. 5) Ly (x)= 


(9.7) way—(—At Jew, 
He y= (7 — zu 2) (1 

and 

g.8) 40)= 28-9, rn, 


(9.9) (oF) EO ee 


@.10) y= ESP my en BEBO t nem 


n(n—1) 


@.y 40)=—P" omy eres a 


(9.12) i(1)= ot 


th “i(-l)=— Get) am 


(9.13) ”(1)= fee 2) R), Oe Ga +2) p¢_4y, 


10. THEOREM III. The fundamental polynomials 
Vv(x), ne and (0,(x), 
0,(x)) are given by the following: : —_ 
(a) 
(10. 1) | 0; (xX) = 
Hn (x) Jl: : 12 24 | 
i2n(n—1pe IJ \* *7—Ia+ 10% —1) Pha)dx— zh 10(’ 
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(10. 2) On(X) = 
pe T.(x) | = 12 ] y 24 | 
12n°(n—1): J Se TiRi0s LL pe Oe 
(b) 
I1,.(x) {( 
o(x) =a} | ( (50 —5n—4) 28+ 
(10.3) 36n"(n—1}'| J 
36(n—2)(a+1). Jp. 48 (5n?—5n-+ 2) 
etre ieee tS) | Pei) ax— er 9. 
IT, (x) | ( . ; 
On (X) = — aay 5} | | Or? —5n—4) x? — 
(10.4) 36 n? (n—1)? J 
=, 36(a—2)(n+1). 4 \p es 14) 
ee a, et S77. 10me 


and for 2=v=n—1 


vr 


wey ie wal) ag 


(10.5) 0) FTF) Pre) |) ty 
a | (af +a,t+a;)Pi-i()dt+ a, 
5 
where 
1 
Tn’ —Tn—2 aes) 17n’—17n+26 x, 
aS 144 lj t—x, ia 72 iat (eee > 
ee: 12 bx penis) al) > 
(10. 7) > TP—Tn+10(I—x2) = 3(7n’—TAa+ 10) 1—? 
Tn’—Tn—2 1 
~ Tn2—Tn+ 10 1—x2’ 
1 
Tn’ —Tn+ 22 ( P,-1(t) Hijt Olin 2. Xv sXe 
a) tr — 144 to% ies 72 I—x2 (1— x2)?’ 


P,_1(t) nr—n+1 Xv 
4 jaw t—Xy us +5 ; 7n’—Tn+ 10 1—x2 


48 Pe 
~ Tr—Tn+ 10(1—x2)?’ 


(10. 9) 
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(Core 2 = = 1 


(10.10) r(x) = (le) mi) ie (i) ars [lanatsayP odt+2a 
where 
1 1 1 Tit (ne, a rt) dt, 
(10. 11) d= stclatey Tee J tx, 
| 12 1 1 | 
aes = — ag Te ey tO 
1 1 d Tn’—Tn+22 ( L(t) 
Eee MS an, THE ME dt, 
HEY ls ame ee — 44) tx, 
12 2 1 E(t) 
eas) t= ae ey toe SJ tx, wi 
and 
3 1—x 
(10.15) r(x) = = @)— Fh @4@)+ 
+ IT,.(x) | (C,X° + Cox + C3) Pr-1(x)dx + ca 
Si 
where 
1 51n'—102n°+ 103n?—52n—20 . n?—n+2 
Oe ae) a 2304 n(n —1) 32n°(n—l)’ 
= 1 Seni eee 
(1G41)e 2 Tih Tnee 10 be 96n(n—1) 
3n—3n+6 
4n-(n—ly \’ 
_ _ 1 _, 5int—102n* +343 0°—292n+-76 — n'—n--2 
(10918) Br Creare a5 °h 2304n(n—1) 32n°(n—lp’ 
oe 1 _ 3, Sint —102n + 2237-1720 +28 
(10.19) “T= Tr+10!7 2 48n(n—1) RY 
3n?—3n+6 


2n’(n—1/y 
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and 
3—x 1—x? 
(10. 20) Tn (x) - a (Un(x))? + => ly (x) bi, (x) ss 
| + Tn(x) | | (ix? + bax + ky) Pra(x)dx-+ ka} 
=1 
where 
1 , 51n*—102n?+ 103n?—52n- -20 nr—n+2 
ei). k= dll cd Ea 
( TOR 32° 2304n(n—1) 32n?(n—1)°’ 
payed 1 (spay a ea teal 
(10. 22) 2 Tr—Tn+ 1014 96 n(n—1) - 
sr =3n+6 
4n’(n—1) \’ 
. 1 51n*—102n* + 343n’—292n+-76 . n?’—n+2 
10. 23 k, = 35 — 
( dks a2 2304 n(n —1) 32n?(n—1)°’ 
1 3 121n*—242n'+ 421 n’?—300n + 68 
10. 24 =f ) - 3 OOF? 
( ye A Tr’—7n+10 2 48n(n—1) + 
3n’—3n+6 
rs 2n’?(n—ly \" 


11. In order to prove part (a) of the above theorem, we observe that 
in view of the conditions (8.7) we take 


6, (x) = 11,(x) | | 2+ 4x+h)PiaQdx+ al 
“1 
which is of degree = 2n-+1, so that it only remains to verify 


0, 14;)—-0. for j/=2, 3,....., il. 


This is obvious in virtue of (6.5) and (6.7). In order to determine 4, 2,, 4; 
and 2,, we use the requirements 


(11.1) o(+1)=0, 
(11. 2) 0’ (1)= 1, of’ (—1) = 0. 

Now (11.1) gives with the help of (6.12), (6. 14) and (6. 15) 
1.3) A+4=0, >a+h=0, 


and (11.2) gives with the help of (6.12), (6. 13), (6. 14), (6. 15) and (6. 16) 


41.4) 124+ Gnt—52—AN(y +h) =— aay 
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and 
(n—2)(n+1)4,+3(3n°—3n+2)A,+ 


+ (n—2)(a+ 1)(4. +43) = — NCES iy 


Owing to the uniqueness theorem, (11.3), (11.4) and (11.5) prove (10. 1). 
Similarly, we can prove (10. 2). 


12. In order to obtain part (b) of Theorem III, we take 


(11.5) 


(12. 1) 0,(x) = TTn(x) | | (esx®@ + ax + oes) Pra(xdx+ eed , 
=5I 
in consequence of condition (8. 6). 
0+(x;) =0 Cf == 253. cs glteeet) 


is obvious by virtue of (2.4) and (6.7). The constants «4, @., 4; and m“, are 
determined from the conditions 


(12. 2) e(1I)=1, er(—1)=0, 
(¢V-s)) o;'(+ 1)=0. 
Owing to (6.12), (6.14) and (6.15), the former gives 
1 l 
(12. 4) 44+ bs = — 3n?(n—1) same O) y+ Ua, 


while making use of (6. 12)—(6. 16), (12. 3) gives 

(i225) 124, + (62°—5n—A4)(u, + 453) = 0, 

(12. 6) 3(3n°—3n + 2) us + (n—2)(n+ 1)u,+ (a —2)(n+ 1)(u, + 4) = 0 
whence we get (10.3). (10.4) can be obtained in a similar way. 

To obtain form of e,(x) (25 ¥=n—1), we start with (10.5). Owing 
to the fact (2.3) and (2.4), the expression on the right has a sense and 
represents a polynomial of degree 2n-+1. Then by the uniqueness theorem 
we have only to verify (8. 6). 

Clearly, at any choice of a, a, a; and a, 0,(x)) =O ({j=1,2,..., 2”). 
07(xj) =O (for jv and j/=2,3,...,n—1) is again true at any choice of 
a, Q, a; and a,. This can very easily be seen by using the results (2.4) 
and (6.7). For j/=¥y we obtain 


21 Pn 
Oy (X>) = ST | tim Has: Fey =1. 
The validity of the remaining four conditions 
(12. 7) 07(+1)=0 and oes’(+1)=0 
furnishes four linear piera for @,, Q, a; and a,. Indeed, the first part of 
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(12.7) gives with the help of (6.12), (6.14) and (6. 15) 


1 


Wee) eeikt) Xe 
12.8 eel ee Let 
(12. 8) a, + ay 6 J tax, 3G 
-1 (af 
and 
1 
1 1 Mell) 3—x, 
12.9 ES aj alese = \e AE eyes " 
=.) depth 6 J tx, Satay 


The second part of (12.7) gives with the help of (6. sian 16) 


—12a,—(5n°—5n—4)(a, +a) — =D EY (Ph iO) 7 
(12. 10) / t—x, 
3 2 Xy Lex. 
—4 Ga = IN 2) ie t+G—=p =A) 


and 
—3(3n?—3n + 2)a,—(n—2)(n+ aR 1)(a, + a;,)— 
(12. 11) 


_ 3Gn'—3n—2) 120 +x) (n— Mice Pola 
1— hb i a) nt ae Xy 


“4 


0. 


Then (12.8)—(12. 11) verify (10. 5). 

13. We now turn to the determination of the fundamental polynomials 
t,(x) of the first kind. The convenient ones are those with 2=yr=n—1. 
For the proof of this, we remark first that owing to (9.3) the right-hand 
side of (10. 10) is, indeed, a polynomial of degree = 2n+ 1 and thus owing 
to the uniqueness theorem it is sufficient to verify (8.5), the first part of 
which is evident by (9.2). To verify the second part of (8.5), we have for 
2=j=n—1, j#», owing to (9. 1), (9.2), (9.3) and (6.7), 

” , 5 IT) (Xj) LQ; 
(a) = 2G —2 7p See = 
; ; IT; (X)) 
— 25(%) 1) ae TL, (x))(Xj—Xy)\ ==) 
and if jv, then 


3 (Xp) = 2 (Xp) — 


217%) G3). 


== (), 
IT; (x,) Tire xj —Xy 


Thus it remains to verify 

(13. 1) r(t1)=0 and r’(+ )=0. 

This again furnishes four linear equations which determine d,, a), ad; and ri Be 
The first part of the conditions (13.1), with the help of (9.2), (9. 3), (9. 6), 


- 


190 R. B. SAXENA 


(6. 14) and (6. 15), gives 


L(t 
(13.2) i: ap bf a0 Oy 
and é 
: L(t) 
(13. 3) d+h=—- {FO at 


= 
The second part of the conditions (13. 1), with the help of (9. 2), (9. 3), (9. 6), 
(9.7) and (6. 12)—(6. 16), gives 


1 


eae ‘5+ See eee ess dt— 
(13. 4) sro 
Lage | t~(6 ned |~ 
Tn(Xv) LUX) (+ Xv? 
and 


(a—2)(0+1) 3 a en 
mana Pram aly Aap NS yee aoeF a ray 
(13.5) 


d, + ds (a—2)(n+1) (LO 4, 
— SF (n—2)(n +1) s \; dt =0. 


ae 


Thus (13. 2)—(13.5) prove the form (10. 10)—(10. 14) of 7,(x),2=yv=S2—1 
For the determination of r,(x) we start with the form (10.15) witt 
C1, Co, Cz; and c, still to be determined. 
For n==2,3,...,n—I1,m we have at any choice of c,, C, cs; and Cy 


r,(x;) =90 
r,(x;) — i. 
For j= 2,3,...,n—1 we have, owing to (6.7), (2.4) and 1,(x,)=0, 


and 


(13.6) (x) =F +x) 20) + DK). | 
Writing (9.1) for y= 1 in the form 
1,(x)(x—1) 7,1) = I, (x), 
the equation (6.6) gives 
(13.7) (I—x’){(X—1)h @)}" + a(n—1)(x—1) h(x) =, 
i.e. for xx; 


(xj;—1)’(%)) + 24 (x) = 9, 
ri’ (x) =0 (j = 2, 3,...,n—1) 


hence from (13. 6) 


ON MODIFIED (0, 2)-INTERPOLATION 191 


at any choice of ¢,, c,, cs, c,. Further we have from the requirement r; ‘(—1)=0, 
owing to /,(—1)=0, (6. 12), (6. 14) and (6. 15), 
(13. 8) (c, +¢3)— Gaze 0, 
and r’(1)=0 gives 
” , 2 3 

+ 21T),(1) Pr-1(1)(c1 + c2 + €3) = 0, 
5n’?—5n+2 
16n(n—1) 


We have two more conditions r/’(+ 1) 0 which furnish two linear equa- 
tions 


(13.9) ($+6)+20+e)— 


(n—2)(n+ 1)(49n?—49n +6) 


3 EL BRE 1) ek ae 


(13. 10) 384 n(n—1) 16 
Eee —— n—10 0. 
oe as ee z=). 
They can easily be obtained by using the results (9.6)—(9. 13) and (6. 12)— 


(6. 16). 
’ Now, solving (13.8), (13.9), (13.10), (13.11) for c,, co, C3, C4, we get 
(10. 6), (10. 7), (10. 8) and (10. 9). 
The determination of r(x) follows similarly. 
14, The alternative forms of r,(x) and 0,(x) for 2=y7=n—I1 can be 
obtained by using af value of the integrals [2] 


ete i(¢) es 2 1 
Bt) j t—x, ee x2 1x2 Pas(xy)’ 
L(t) 1 ee J x 
(14.2) (fo t= — GPE Ga aera i) 
= 
Thus we get 
IT,.(x) 


(14. 3) 0y(X) => 21x») Pris) Jae + agt+ a3) Pr-1(t)dt + an 
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where 
; xe 5n?'—Sn- 14) xy Be el tp ae? 
(14.4))  &— (33 ee 36 ieee 
; 12 LG (= 2 
(14.5) @ ~ TP —TaA+10 I—XP 3 (Ta —Tn-+ 10) I—2 
Tn’—Tna—2 1 
~ T—Tn+ 101—x2’ 
, B(n—2)(n+1) x, Xe Tn’—Tn+ 22 
C50) ete 36 i (alae a t 721 x2) Pari) ” 
,_ 2 (n—2)(n4+1) x | 2 1 ~ 
(14.7) Oe ere Tae 10 [oe ee ee ee 
= oth -_ nga FO ce 
~ (Tn? —Tn + 10) (1—x2P 
and : 
Gy eee: thes | ai dt+ | ait +ait+di)Pia(Qdt-+di 
ME of -1 
where 
ob ahe (eam 7n?—Tn—2 
Cy 4 = FFs) Wie Ses ee 
12 1 1 
io) a: = Te —Tn + 10) a(x) (i—x,' ' (4+x\’ 
Ue Ta’—Tn—2 
uel) Sa anes (I—x,°) 1441 — x2) Pa Gor?’ 
12 yr 1a 1 oe 
he 2) AES (Tn’—7n-+10) 11, (x,) 1(1 $xyt ma + 30—x) Pao)" 
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ON THE DIMENSION AND ENTROPY OF PROBABILITY 
DISTRIBUTIONS 


By 
A. RENYI (Budapest), member of the Academy 


Let 7 be a discrete random variable, taking on the different values Vr 
with the probabilities g, (k=1, 2,...), i.e 


P(n=yx)= x where g,=0 (k=1,2,...) and D'g,=1. 
‘ k=1 


(Here and in what-follows P(...) denotes the probability of the event in the 
brackets.) The entropy of 7 (which may also be called the entropy of the 
probability distribution of 2)) as defined by SHANNON, will be denoted by 
H, (2); i.e. we put! 


(1) u(r) = Dg log =, 


provided that the series on the right of (1) converges. (lf t this.series is diver- 
gent, we say that the entropy of 7 does nof exist.) 

Let now & be an arbitrary real-valued random variable, having the dis- 
tribution function F(x). The dimension and entropy of & have been defined 
in [1] as eet 


Pitas, =~ [ni] where [x] denotes the integral part of x. If H,([E]) exists 


and if for n—+-+ 0c the following asymptotic formula holds :* 
(2) H,(&.) == dlog n+h-+ 0(1) 
(where 0(1) means a remainder term tending to O for n—+-+ o<), then we 
shall say that the dimension d(&) of § (of the distribution of §) is equal to 
d and the d-dimensional entropy Ha(&) of § is equal to A; thus we put 

7 pee EAA Ga 
(3) | d(é) en wee oe) 
provided this Emit exists; otherwise the dimension of E is not defined. If the 
limit (3) exists, we put | 
(4) Hao @) = lim (Hs) —4@) log) 


’ 


1 Throughout the paper log denotes the logarithm with respect to the base 2. 
2 Clearly, Hy(&,) = Ho([7§]); we prefer to write H,(é,) because the distribution of 
in pee to that of £ for n—»-++ © and this shows why definition (2) is natural. 
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provided that the limit on the right of (4) exists; otherwise the entropy of 
E is not defined. In case the limit (3) does not exist, we may consider the 
lower and upper limits 


H, & 
3 1e)— in 
and 
‘ H, mn 
6) d@— lin, 


and call d(&) and d(&) the lower and upper dimensions of §, respectively. 
Thus — has a definite dimension if and only if d(&)—d(6). 

The lower and upper dimensions, respectively, are not always defined — 
either; as a matter of fact, if the quantities H,(&.) are all infinitely large, 
then d(&) and d(é) are not defined. If, however, H,((§]) is finite, then d(&) 
and d(&) always exist and we have 
(7) 0=d()=d()S1. 

This can be shown as follows: Put 


(8) pm =P(~ =8< a) (k=0, +1, +2,...). 
We need the well-known inequality * 
Pz Q, log b,. Di ay. by, 
ee oe 
»» a 7 a Qk 
valid for any finite sequences of non-negative numbers a, and 6, such that 
>) a> 0. It follows from (9) that 
k 


(14+1)n-1 


(10) 2;  Pavlog 5— = pu log for 1=—0,+1, +2,... 
k= 


(9) 


and thus, summing (10) for /, we obtain 

(11) 0=H,,) =H.) + log a, 

which implies that if H)(&,) is finite, then H,(&,) is finite for all n and (7) 

holds. On the other hand, using the inequality (see [1]) 

(12) Ho (g¢(6)) = H(€), 

valid for any discrete random variable & and for any function g(&), as & —[&] 
8 (9) is nothing else than Jensen’s inequality applied to the concave function log x; 


it may also be considered as the generalized form of the inequality between the geometric 


and arithmetic means. See e. g. G. Potya and G. Szea6, Gaara und Lehrsdtze aus der 
Analysis. I (Berlin, 1955), p., 53. 
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for any kK=1 we have 
(13) Ho) SHE)  (k=1,2,..,), 


and thus if H)(&) is finite for some k, then H,(:) is finite and thus H, (,) 
is finite for every n. 

Thus we may say that every random variable — for which H,([&]) is 
finite, has upper and lower dimensions for which (7) holds. This is the case 
e.g. for every bounded random variable. 

It is not difficult to give an example‘ of a random variable — for which 
H,({§]) is finite and for which the upper and lower dimensions are different. 

Let us define the measure y on the Borel subsets of the interval 
1=[0, 1) as follows: Let a,,a,,... be a sequence of positive integers which 
will be specified later. Let us divide the interval / in 2“ subintervals of 


i and ; is —= 


kK kt+D 
ao 
(1 =k =2"—2) (if there are such subintervals, i. e. if a,>1) the measure 0. 
Let us divide the intervals /,, and /, into 2% equal subintervals and attribute 
to the first and last ones which.we denote by Jy, / and J», 43, respectively, 


length = and let us attribute to the intervals ho=[0, 


| a : 7 the measure = and to the other subintervals 


the measure 4 and (if a, >1) to the others the measure 0. Let us divide 


each of the intervals 4; (j=0, 1, 2,3) into 2 equal subintervals and attri- 
bute to the first and last subintervals of each of these four intervals the 
measure = and to the others (if there-are any) the measure 0. Continuing 


this procedure ad infinitum, we have defined the measure y for every sub- 
interval of the form 


k k+!1 
| Qn’ Q°n ] (K=0, l,...-, Sn—1) 
where 
Sn = Ay + Ag oe +4 (= 1 2) 8). 
This measure v can be extended in the usual way to a measure defined on 
all Borel subsets of the interval /; the measure y satisfies evidently the condi- 
tion v(/)=1, i.e. v is a probability measure. 

Let now &, be a random variable the distribution function F(x) of 
which is equal to »(/,) where J. denotes the interval [0, x). (Note that in 
case a, —1 for all n, F(x)==x for O=x=1, i.e. y is the ordinary Lebesgue 
measure and &, is uniformly. distributed in the interval [0, 1).) Clearly, putting 


4 A similar example has been constructed by T. K6vAri (oral communication). 


13* 


196 A. RENYI 


sen 
ee iach —, takes on 2” different values each with the probability ae 
n 2" 


thus 
H, Es.) 


log2™ Sa 


n 


Thus, if we choose the sequence a, in such a manner that the limit lim 4 


N>+O0 Yn 
does not exist, the lower and upper dimensions of § will be different, namely 
we shall have 


wer 
d(5)= lim — 


n->+O0 n 
and 
d(é)= lim “ 
n->+@ Sn 
For instance, if a.—1 for 2*=k<2**' and a,=—2 for 2*4=k< 2 
(Ps), Var), Ulel 


d@=2 and ames. 


Evidently, by choosing the sequence a, in another appropriate manner, we 
can reach that d(&) and d(&) shall have any prescribed values satisfying (7). 

To prove that our definition is not contradictory we have to show that if 
the distribution of § is of the discrete type, & taking on the values x, with 
the corresponding probabilities p, (x; x; for a k), then d(§)—=0O and 


Hy(&) = > px log oa 


provided that the series on the right converges. This can easily be shown 
as follows: Clearly, the values of &, can be arranged in such a manner that 
denoting by pr? (k=1,2,...) the corresponding probahilities we have for 


every fixed k 
iy Px = Pr 


As by (12) we have, in case the series > Di Pech converges, 


Ho (6) = > 0° log <>p log =. =, 


it follows that for any N 


Os rr 


yn log 5, = = lim H,(&) = lim 1 Ho(Sn) = < sa log 5. 


n> +o 
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and this implies 


If the distribution of & is of the discrete type and H,((&]) is finite but 

H,(&)=+ oo, then still we have d(5) =0. This can be shown as follows: 
We may arrange again the values of & in such a manner that if p) denote 
the corresponding probabilities, we have for n=n,(e) 


é 
|Pe? Pel S= for kK~1,2,...,N 


where WN is chosen so that 


oo 


eee <e 


+1 


should hold. It follows that for n= in(s) a>) po” = 2e. Clearly, = p”) log — 


sn 


remains bounded if n—- o, further Ey (10) 


oh pi log 
Lm 


which implies that 


ar = Ho(lEl) + 2e log n + O(1) 


lim pel <2¢; 
n>+Q logn- 


as «>0 is arbitrary, it follows that d(&) —0. 
Now we turn to the investigation of absolutely continuous distributions 


and prove the following 


THEOREM 1. Jf & is a random variable having an absolutely continuous 
distribution with the density function f(x) and if H,({§]) is finite, then d(&)=1 
and we have 


(14) He—f 100 log zap 


provided that the integral on the right of (14) exists. 


REMARK. It should be mentioned that the existence of the integral on 
the right of (14) does not make unnecessary the condition that H,([&]) should 


+o 


be finite, as there exist distributions for which [reo 108 5° dx exists, but 
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1 
nevertheless H,([§]) is not finite. For instance, if f(x)= for nS=xSa+ oe 


log’ n 
@ -1 

(n= 2,3,...) where C= p vial and f(x) =0 for all other values of 
x, then clearly 


aa ' > 2 log log n+ log 2 
i f(x) log ay aS aaa rp ofa tte 
exists, but as 


c 


Tlog? (i= 2,3, <. .); 


Pu=P(IS§<l+1)= 
| the series 
1 
Pu logs 
is divergent and thus H,([&]) is not finite. Thus Theorem 1 does not justify 
+@ 


the use of the value | fi x) lo Soak as the entropy of the distribution 
ave) , 


having the density fiction f(x) always when it exists, but only in the case 
when H,([§]) is finite. 


PROOF OF THEOREM 1. Let us first prove that d(§)—1. Let us put 


k+1 


(15) ga(x)—=n | f(t) dt=npm for Saxe xt. 


n 


We have clearly 

+@ +@ 
(16) | exydx = | fdt=1. 
Then evidently 


(17) > pm logs ~~ f 40 log ap at 


Let us first consider the case in which 


(18) Sat | 4 log Fey dx 
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exists. We use the well-known inequality ° 


fee log A(x) dx lg h(x) dx 
(19) = 


= log SS eee 
| 2(x)dx | 2(x) dx 


valid for any non-negative measurable functions g(x) and A(x) and for any 
measurable set E for which the integrals in question exist and Jeo dx>0. 
We obtain by (19) and (16) 


(20) Jj— a Sen eat | F(x) log os dx =log fone) ax=0 
and thus or 
(21) J+logn=H,€,). 
It follows from (11) and (21) that 
lim Hy.) __ 
n++o logn 
In the general case put for every A>O 
; f(x) if S@)SA, 
(22) fa(x) = | 0 if fix)>A 
Evidently we have, putting 
+@ 
(23) | | fa) ax = S(A), 
(24) : lim S(A) = 1. 
4 _ A>+O 
Let us put be 
(25) Pux(A) = | falx) dx 
k 
and ‘ ret 
(26) @n(A, X)=Nprx(A) for Pika wa 
Then we have . Le 
(21) | Ps \pn(A, dx = S(A). 


5 See e.g. G.H. Harpy, J. E. Littiewoop and G. Porya, Inequalities (Cambridge, 
1934), p. 167. 
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Let us choose n so large that for every k we have 


1 


(28) Pnk = 2 


| eras : 
This is clearly possible. Taking into account that x log — is increasing for 


: NS ] 
and that Px(A)=Pnx, the series ms Pnx (A) log DalAyn conver- 


(ese aie 
e 
WwW 


ges and we have 


(29) Hy(&,)—S(A) log n= > prx(A) log aD = J Ae log Ai 7 dx. 


According to the inequality (19), we have® 


+0 


+o s | \ 
(30) Jfaco log aan = | F4(x) log me dx = S(A) log = : 


It follows that 


+@ 1 
| Fa(x) log ie) dx 


Ho) — g¢4y 4-2 


ot log n 


and thus 


log n 


d(5) = S(A). 


As A can be choosen arbitrarily large, this and (24) imply that d(&)=1 
and thus d(&)—1. 

Let us now turn to the proof of the second part of Theorem 1. 

We distinguish here also two cases, according to whether f(x) is 
bounded or not. If f(x) is bounded, f(x)=B say, let us put 


1 k k+1 
(32) £1(X) = np log aoe for a ta ae (k=0, + 1,43 
Then we have 
NPnx = B. 
Thus it follows that g,(x) is bounded 
(33) lgn(x)| = max( “3 f , Bilog Bi). 


+@ 


6 (30) implies that the integral | F(x) log 735 dx is convergent. 
A 
-~@ 
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On the other hand, if F(x) denotes the distribution function of & i. e. 


Bt hs Bike 
F(x) I f(f)df, then for — sx<“t* 


-oeltlice miley 


1 
(34) < [ree 


As F’(x) =f(x) almost everywhere, we have 


; ] 
BO lim gn(x) = f(x) log —— 
(35) pln Base J O18 ar 
almost everywhere. 
Now, clearly, for any integer L > 0 


(36) > pmlog— 1 acon 


-InSk<—4+L 


Thus by the theorem of Lebesgue it follows that 


(37) lim > Dek Dd erm = = | 0 log = Te are 


n>+o -InSk< Ln 
On the other hand, using the ie (9) we obtain 


1 
(38) 2 _ Pu log ae Caen 


k<-In or LnSk a uk (- for =D 


and by inequality (19) 
1 1 3 J 1 
= dx= 10g aa 
(39) 2 he Pa OB ; }se 8 = Ja 87 


k<-Ln or k=Ln NDr 


According to our suppositions for any ¢>0, we can choose L==L(@)"so 
large that 


1 
(40) | | f(x) log Fe) dx|<é 
|e] >Z 
and 
1 
(41) $n g0l Pu Nites <é 
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Thus we obtain from (37)—(41) 
hy 1 
(42) F lim (H, (&,.) —log n) 7 J F(x) log Fay dx 


The general case can be reduced to the special case in which f(x) is bounded 
as follows: Let us put 


(43) Ink (A) =— Pnk— Dnx(A), 

then putting ‘ 

(44) R(A)= ea Tax(A) =1—S(A) 
we have 

(45) im R(A) =0. 


Now, clearly, 


+o 


(46) 2 Pur log > 


= =| 109 log “5 dx= Jr log == ra yan 


thus it suffices to prove 


+@ 


¥ 1 
(47) Jim > Pax log —— ma = | f(x) log aay dx 
Now we have 
(48) = Pnx ae = -> Pn (A) log ———— Dn a 


Tnx (A) 
=) Pnx(A) ne + Pa(A) J+ rat) log r 


As regards the first term, we obtain by what has been proved above 


(49) donigh = Pux(A) log NN ie Irs ©) a 7a) a 


Regarding the second term, using the inequality log (1+x)=x loge for x>0 
we have 


(50) 0= >; Pnx(A) log(1 oo aes at) | = RA) loge. 
As regards the third term, we have 

+@ L-1 (l+1)n-1 1 
(51) ru(A) log — 2, Tn(A) log = 
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and thus by (9) 
+o 
(52) ; na TxA) log — 


< Dai Pu l Sapte: a 
fh Se , ey are 
ort iets fr oh Ink (4)| 


Thus, if R(A)<+, eo (9) again to the last term we have 


+0 


- 1 2L 
(53) &, Mn(A) log = Pn log pu t RA) 108 Ray: 
It follows from (48), ‘ays coh af (53) that 


; a | Ae ein + 


+4,(A)+R(A) (log 2L + log Rat, > Pu 


{> 


+o 1 
(54) =, Pov log 


where 


fie ; +@ ; 
0,,(A) ieee Pn{A) log TDPmx(A) — | ne 08 FG) dx 
and thus by (48) lim 6,(A)=0. 
Clearly ins 
(55) eat jn (x) log dx e f(x) log GF dx 


Let us now choose L so large that 
(56) Py Pu Pet a &; 


fixing L let us choose A so large that 
; . 2L 
further 
+0 +@ 
1 1 
ay es mee AX log —~d 
(58) J F4(x) log FAC) dx 2 f(x) log 7G) x 


and finally n, so large that 
(59) |0,(A)| <é 
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for n=n, where n, depends only on ¢; we obtain from (54), (56), (57), (58) 
and (59) that 


= | 40) log Foy 4x +48. 


+0 
(60) C2) Pu log — ie 


As ¢>0 may be chosen arbitrarily small, we obtain (47). This proves Theo- 
rems 1. 

Let us mention the following theorem which is a special case of Theo- 
rem= 1k 


THEOREM 2. Let E be a bounded and measurable set on the real axis, 
having positive Lebesgue measure w(E)>0. Let Ix denote the interval 
ie k+1 


n n 


] (kK==0,-— 1-25 Se ana spel. 

lnk = HE (Elix); 
i. é@. ux denotes the Lebesgue measure of that part of the set E which lies in 
the interval I. Then we have 


+O 1 


lim > wx log —0. 


N>+@ k=-@ NL 


REMARK. Clearly, in Theorem 2 it is irrelevant whether log denotes the 
natural logarithm or the logarithm with respect to the base 2. 


PROOF OF THEOREM 2. Let us put 
aE Tix CEL, 
0 otherwise. 

Then, clearly, f(x) is the density function of an absolutely continuous 
distribution, and thus if € is a random variable having f(x) as its density 
function, then, as E is bounded, € is bounded and thus H,((§]) exists. Thus 
Theorem 1 can be applied; as 

k+1/n 


coe = Unk 
pu | fo)dx— oe, 


IX) = 


k/n 
it follows that | 


+@ 
i =a blak W(E) | Gah oe 
ec o>, u(E) log NUnk F. F(x) log T(x) ax log u(E). 


.Thus the assertion of Theorem 2 follows. 


* AB denotes the intersection of the sets A and B. 
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Let us consider now the case when the distribution of € is the mixture 
‘of a distribution of the discrete type and of an absolutely continuous dist rib- 
ution. For this case the following theorem holds: 


THEOREM 3. Let € be a random variable such that H,({§]) is finite and 
the distribution function F(x) of § can be represented in the form 


(61) F(x) = (I—d) F,(x) + dF, (x) 
where F,(x) is a purely discontinuous distribution function, i.e. there exists 
a sequence x, (kK=1, 2...; x; x; for jk) and a corresponding sequence 


Px =0 for which >> p,=1, so that 
k=1 
F(x) — a Pr; 
Th oe: 


and F,(x) is an absolutely continuous distribution function, i. e. 


F(x) = | Altat, 


further 0<d<1; then the dimension of & is equal to the weight d of the ab- 
solutely continuous component, I. e. 


(62) d()=a. 


+0 


~ é 1 
If, further, the series > px aoe and the integral | f(x) log ——dx are 
k=1 Di: ; f(x) 


both convergent, the d-dimensional entropy of & is given by 
+@ 
elie dy Din alope eck | AQ (ogee seep 
(63) : i=. Bea / fi(x) 


] ] 
+d log eae log 7: 


REMARK. The special case of Theorem 3 in which the distribution {px} 
consists only of a finite number of terms, further f,(x) is continuous except 
for a finite number of points and vanishes outside a finite interval, has been 
proved in [1]. 

PROOF OF THEOREM 3. Put 

kt k 
(64) | Pree | = J-F bey 


gn 


and . 
k+1 


206 A. RENYI 


then we have 
1 k 
(66) Due = F(A) “= F(*) =(1—d)p"? +dpr. 


Now we have, in general, for a>0, b>0 


| 1 1 
(67) 0 =(alog+ + 610g —(a+ log 15] = 


a+b b a+b 
BMY shot Sar 


Thus, if & and & denote random variables having the distribution functions 
F,(x) and F,(x), respectively, further putting 


=+6)| 4, ror: |sate. 


1 
(68) 4B) Pg Rae 
and 
_ dpe 
Anke? ha , 
(69) k ae 
we obtain 


(70) O=dH,([n&]) + (1—d) Ho((25})— Ho (25) + 30d) = > pa Ga) 


- Let us choose an ¢>0. Let A,(e) denote the set of those indices k for which 
Auwn.seé and B,(e) the set of those indices & for which 1—2,,<e. Let us 


choose a number N, = N,(«) such that s pi<e. Let us choose an N, = N,(e). 
1] 

such that N,>N, and —— <|xi—x,;| for 1S=i<jSN,. Let C,(e) denote the 
; 


set of those values of k for which the interval . sth) contains one of 


the values x; (i= 1,2,...,M,). If m2No, clearly any interval bs At 
f n 

can contain only at most one such x,. Evidently, we can find an N,>N, 
such that if n=N, kE€C,(e) and x; (1S=i=WMN,) is contained in the interval 
k k+1 1—d)p; 

i, “ | then pig 0 —Ope and thus £,,.=«. Thus, for n=3 the 
set C,(e) is a subset aes Let D,(#) denote the set of those integers k 
which do not belong to the union of A,(¢) and B,(e). Clearly, if k€ D,(e), 
then 


ap<(4 si 4) p(1—d) 
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ind thus 


Dnx — 
As clearly C,(¢)C An(e) implies 


kED, (8) 


it follows, taking into account that 3(p)=1 for O=p=1 (with equality 
flaking place if and only if p—1/2), that 


(71) a Pr (Lan) p> Pox 7) parse. 


8 kED,,(€) 
On the other hand, as Max KA = Max_ HQ) =X) for 0O<e=1/2, it 
follows that (denoting * i UB the union “of the sets A and B) 


(72) | i ieiny, dp Ee AO} 


kEA, (€)uB, (e) = 
Thus we obtain from (70), (71) and (72) that for n= N;—N,(é) 
(73) 0=(1—d)H,([n&]) + @Ho([75:]) —Ho([n5]) + (2) Se + H(e).. 
As by Theorem 1 


H,((75)) _ 
n>+o logn ; 
further 
ha Ho([25)) 9 
uae LORIT ; 
it follows 
. Ho([né]) 
(74) Se gice a v 


As further in case S) Dx log is convergent, we have 
k=1 k 


. . 1 
lim Hy([n2&]) = > px log —, 
n>+0 k= Px 


+@ 


1 ; 
and in case the integral J Fi(x) ON cape exists, we have by Theorem 1 


lim (Ho({25))—log 2) = JA log Fay gx 
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it follows from (73), as ¢>O may be chosen ee: small, that 


(75) Jim (Ho({as])—4 log n) = (1—d) do. log = BL Aae 


ne 


+d FA) 108 Ey ax +3(d). 


Thus Theorem 3 is proved. 

As it is well known, every probability distribution function F(x) can be 
represented in the form 
(76) F(x) = pF.(x) +9Fi(x) +r F(x) 
where F,(x) is a purely discontinuous probability distribution function, F,(x) 
is an absolutely continuous probability distribution function and F,(x) is a 
continuous singular probability distribution function, p=0, g=0, r=O and 
p+q+r=1. Thus Theorem 2 gives a full answer concerning the dimension 
and entropy of any real random variable which is such that its probability 
distribution function F(x) has no singular component; i.e. is such that in 
(76) r=0. The question about the existence and (if it exists) the value of 
the dimension and entropy, resp., of a random variable having a singular 
distribution function seems to be rather intricate. (Note that the distribution 
function F,(x) mentioned above for which the lower and upper dimensions 
were shown to be different is of the singular type!) 

The results obtained above can be generalized to s-dimensional vector- 
valued random variables or, by other words, to probability distributions in 
a Euclidean space E, of s dimensions (s= 2, 3,...). To this purpose we have 
to extend the definition of the notions “dimension” and “entropy” to the case 
of a probability distribution in E&,. This can be done as follows: Let us 
define the symbol [] (integral part) for s-dimensional vectors as follows: if 
x is an s-dimensional vector with the real components X;, X%,,...,Xe, Geno 


by [x] the vector having the components [xa] ba)y tony (Xeree tt = is a random 


: : rs | es ae : : 
s-dimensional vector, let us put See [nS]; S is clearly a random variable 


having a distribution of the discrete type and thus its entropy H,(é,) is de- 
fined, We restrict ourselves to the case when H,({¢ ) is finite, in which case 

H,(Z,) is finite for every n= 1, 2,. 
The lower and upper “dimensions? d(°) and d(:) of ¢ are defined by 


H,(¢,) 
af (2) = tim Hol 
; d(; ) n>+0 log n 
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and 


(78) dS) = tim Hoo) 
n+>+o log n- n 


respectively. If d(é) = d(5, we call this value the dimension of & and denote 
it by d(c); i.e. we put 


’ 


(79) (6) = lim HG) 
emcee, LOL PD 
provided that the limit on the right of (79) — It is easy to show that 
(80) 0sd()=d()<s. 
If d(S) =d, we put 
(81) H(t) = Jim (HG) — d log n), 


provided that the limit on the “right. -hand side of (81) exists, and cal! H.() 
the d-dimensional entropy of ¢. 

THEOREM 4. Let a be a random vector in E, (s=2,3,...) and let us 
Suppose that the distribution of ¢ is absolutely continuous with density func- 


tion f(x) where x =(x,,..., Xs); by other words, let us suppose for any Borel 
subset B of E, hada 
(82) Pe B)—|---| (Rak. 
B 
Let us suppose, further, that H,((5}) is finite. Then we have 
(83) dQ=s 
and 
(84) H,() — |---{ f@) log—— ae dx, 


provided that the integral on the right-hand side of (84) exists. 


REMARK. Clearly, (83) can be expressed by saying that the geometrical 
(or topological) and information-theoretical concepts of dimension coincide 
for absolutely continuous probability distributions. 

It can be shown that this coincidence is valid also for absolutely con- 
tinuous probability distributions on sufficiently smooth p-dimensional mani- 
folds lying in E, with p<s; e.g. for an absolutely continuous probability 
distribution on the surface of a sphere in 3-space the dimension as defined 
above is equal to 2. It is a much more difficult question what is the topo- 
logical background of a continuous distribution in E; (se="1,'2,...) Naving 
non-integral “dimension” d<s. It seems that an answer to this question can 
be given by using the notion of dimension introduced by HausporrFF. 


14 Acta Mathematica X'1—2 


~——- 
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Finally, we should like to show how the theory developed in the pre- 
sent paper can be generalized to random variables with values in an abstract 
metric space. For such variables A. N. KoLmocorov [2], [3] introduced the 
notion of «-entropy. We shall here sketch a theory which is nothing else but 
a variant of the theory of KoLMoGoRov and which reduces to the theory of 
the present paper if the metric space in question is a compact subset of the 
Euclidean space of s dimensions (s= 1, 2,...).° 

Let X be a metric space with metric 9, thick is completely bounded; by 
this we mean that for any «>0O X can be subdivided into a finite number of 
non-overlapping sets each having a diameter =«. Let Nx(¢) denote the minimal 
number of such sets (see [4]). Let Xi(¢),..., Xo (e) be a system of non- 
overlapping sets whose union is equal to X and are such that each has the 
diameter =«. We do not require that the system {X;.(e)} be minimal, i. e. we do 
not suppose n(#)—= Nx(e), only that it should be “asymptotically minimal”, in 
the sense that 


OEM) 
486) es im Tog Nx(e) 


Let us suppose, further, that the sets X;.() belong to the least, o-algebra of 
subsets of X which contains all spheres, i.e. sets S,(r) of points x satisfying 
o(a,x)<r where a@€X and r>0O are arbitrary; by other words, X;(e) is a 
Borel subset of X. 


Let *S be a random variable with values in X, defined on a probability 
space [Q, a, P], and if YC X, denote by &'(Y) the set of those « €Q for 
which &(m)€ Y. We consider only such random variables £ for which for any 
r>O and a€ X the set & '(S,(r)) is measurable, i. e. belongs to Cl; let us put 


(87) pe)=PE(X@)) — (K= 1,2)... 2(8) 


* The difference between the definition of the «-entropy given here and that given 
by Kotmocorov consists in that we introduce the notion of the “e-entropy with respect to 
a given subdivision of the space X”, This notion enables us to define «-entropy without 
using the ‘amount of information” 


P., (dx, dy) 


85 T(E, 7) = | P., (dx, dy) log ———————_ 

e Be SUNS RS RRO op tay Ps) 

on which Kotmocorov bases the definition of the «-entropy. Thus the definition is some- 
what simplified. Our e- entropy depends, of course, on the subdivision considered ; this de- 
pendence is, however, as we shall show in a particular case, rather weak. Besides that, 
the subdivision can always be chosen so as to simplify the evaluation of the «-entropy, and 
this may be an advantage in certain cases. 
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and 


ne) 


(88) H(e, 5) = = P(e) log my 


We shall call H(«,&) the s-entropy of © with respect to the subdivision {X;(é)} 
of X. Clearly, by (9), 


H(¢, §) Slog n(e). 
Let us define 


| i ed AES path (c.c) 
(89) Dé) au log n(e) ae log Nx(e) 


and 


(90) @ =m HOS _ pq He ® 


D = lim — Us 
e>0 log n(é) Me log Nx(é) a: 
further put in case D(é) — D(S) 


(91) 


SVs 2 | pak = % 7s 
() aS log n(e) Ae log Nx(é) ° 

If D(&) exists, the asymptotic expansion of H(é, &) can be investigated 
further. Clearly, if X is the unit cube of the Euclidean space of s dimen- 
sions, and we choose for any ¢>O the subdivision of X into cubes with sides 


i) 


oa 

equal to = oealeal (i. e. with diameter ae we have clearly 
Pelt felt 

for D(&) and D(&) defined by (89) and (90), resp., 

(92) p@—2 ana pe—2®. 


where d(&) and d(&) are the lower and upper dimensions of & as defined 
by (5) and (6), resp. 

To show how weakly H(«,&) depends on the choice of the set of sub- 
divisions, let us consider the one-dimensional case in detail. Let X be the 
interval [0,1); let us choose for any ¢>0 a sequence x,(é) Bio ua, 
EXy(8)<+++<X ye (€) =1 such that O= x.41(2)— x. (8) Se (kK =0, 1, ..., 2()—1) 
and 


93) Ppa) Oe: 


As clearly t|2vos|4 Jan if X,(e) is the interval [x,-1(¢), xx(¢)), then 


his subdivision is admissible. Let & be an arbitrary random variable with 
alues in the interval (0,1) whose distribution function F(x) is absolutely 


14" 
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continuous. Let f(x)—F’(x) be the density function of & Then we have, 


ei © di, (#) = Xx (€) —Xx-1 (8) (K=1, 2yicx ney 
d 
‘ u(t) =F (xe(6)) —Fte-1(8), 
by (9) a 
(94) H(e, E) = 2 Pi («) log —— oy # = log n(e) 
and thus by (93) 
(95) Dey ee me 
é€>U lo og 4 res 
On the other hand, as d;.(¢)=«, we have, lh 
n(é) : 
(96) AG) = pile) log SU, 


n(e) 
(07) 7 “HE, 2) = pa, Pu(¢) log -, 3 


Now, clearly, by the same argument as used in proving Theorem 1, we obtain 


+> rl log ay C 5 = Al) +log +. 


(98) tim VARNA G, 
e>0 log — 
Thus from (97) and (98) we obtain that 
(99) D(@) = lim 269) =| 
ipa log + 


(95) and (99) imply D(&)=1. 

Thus we have proved 

THEOREM 5. Let & be a real random variable. Let us suppose that the 
distribution of § is absolutely continuous with the density function f(x), and 
suppose that the values of = are contained in the interval [0, 1), 
1 


| f(x)dx=1. Let for any «>0 be given a subdivision 0= x,(e)<x,(e)< 


<++*< Xing =1 Of the interval [0, 1) such that x;(#)—xX.-1(8) Se (k= 1, 2,. 
., N(e)) and 


(100) LO 


e>0 
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Let us put 
wy (€) 
(101) pe)= | fat 
ep (é) 
and Ee 
(102) H(z, £) == >'p,(e) log —. 
k=1 Di (é) 
Then we have 
(103) lime. 
e>0 
] =e 


e 
Of course, if & is an arbitrary bounded variable, |&|<B, Theorem 5 can 
+B 
2B 
situation is somewhat different, because the whole real axis as a metric space 
with the metric o(x, y)=|x—y)| is not completely bounded. 

In the s-dimensional case (s=2,3,...) the situation is similar if we 
restrict ourselves to subdivisions of the unit cube of F, into equal s-dimen- 
sional intervals, but we encounter some gebdmetrical difficulties which do not 
present themselves in the one-dimensional case if we consider more general 
subdivisions. 


As regards (for s=1) the difference H(é, )—log +, it depends much 
more closely on the choice of the subdivision {x;(¢)}. 
In this direction we prove 


THEOREM 6. Let & be a real random variable. Let us suppose that the 
distribution of & is absolutely continuous with the density function f(x); sup- 
pose that the values of & are contained in the interval [0,1) and that the 
integral 


be applied to pit for which O0=&'<1. For the whole real axis the 


(104) H.@) — | £0) log aay 4% 


exists. Let for any «>0 be given a subdivision 0 = x,(&)<%4 (8) <-++<Xuw()=1 
of the interval [0,1) such that 


(105) lim en(e) = 1, 
e>0 
further putting 
(106) di, (&) = X.(€) —Xx-1(8) He Vee ave S18) 
we have 


(107) = <d,(e)<e 
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where C>1 is a positive constant not depending on s. Let us define px(é) 
and H(s,£) by (101) and (102), respectively. Then we have 


Ra pir? mel pe" 
(108) ue He E) — log “a H, (&). 


PROOF OF THEOREM 6. We evidently have, putting 


SI 


(109) Ae) = 2, px (8) log —— zi Bi 


(110) H(¢, 5) = A(e) +4) 4 log — 


where A(e) is defined by (96). The same argument as used in proving 
Theorem 1 leads to 


(111) lim A («) = H, (6). 
é7 0 
Thus to prove Theorem 5 it suffices to show that 
(112) lim 4(¢) = 0. 
ée>0) 


Let 0>0 be senna and let 7,(0) denote the number of those d,(s) for 


which d, Wk. oe Then we have 
n(é) 


1 — d,(¢) =,(0) =~ ar + (n(#)—n,(0))é 


which implies 
COU 23, 


n, (0) = 

It follows that 
“7 _ 1 (O)é 
>» - di, (y= L-d 

1+6 


n(eje— 1 
or ar nel 


/\ 


I 


dy. («) 
Thus, if E(¢,0) denotes the union of those intervals [x,-1(#), x:(e)) for which 


di. (#) = Xi (8) —Xx-1(#) < we have by our supposition (105) 


fe 0” 
lim #(E(@, 0) =0 
where u(E) denotes the Lebesgue measure of the set E. As evidently 
Ale) 10g (1-+6)-+10g Cf fl) dQo, 
it follows by the absolute continuity of the olen VE) = | f(x) d(x) that 
B 


0 = lim A(*) = log (1 +0). 
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As 0>0 is arbitrary, it follows that (112) holds, which proves Theorem 6. 
We hope to return to the discussion of the é-entropy with respect to a given 
subdivision of a general completely bounded metric space in another paper. 


(Received 23 February 1959) 
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NEW VERSION OF THE PROBABILISTIC GENERALIZATION 
OF THE LARGE SIEVE 


By 
A. RENYI (Budapest), member of the Academy 


Introduction 


The ,,large sieve” is an ingenious method in number theory, invented 
by Y. V. LINNIK in 1941 (see [1]). In 1947 I have generalized this method 
and applied it to prove the following theorem: There exists an absolute 
constant A such that every natural number n can be represented in the form 
n=p-+P where p is a prime and the total number of prime factors of P 
does not exceed K (see (2], [3]). Later in 1948 I discovered that the general- 
ized “large sieve” is, in fact, a theorem of probability theory; different versions 
of this theorem are given in the papers [4], [5], [6]; the sharpest version is 
given in [7]. In the present paper a still sharper version of the main theorem 
of [7] is given (Theorem 4), the proof of which is considerably simpler as 
the original proof of the weaker theorem in [7]. In formulating our theorem 
we use as a measure of dependence of two random variables (instead of the 
mean square contingency used in [7]) the maximal correlation introduced by 
A. O. HIRSCHFELD [8] and H. GEBELEIN [9]. The theorem of the paper [7] has 
been proved first for the special case of random variables having a distrib- 
ution of discrete type; we passed to the general case by a limiting process. 
In the present paper by using the full power of the method of conditional 
mean values according to A. N. KoLMocorov [IO], this passing to the limit 
becomes unnecessary and the sharper theorem is proved directly for the general 
case. Besides its applications in number theory (see besides [2] and [3] also 
the paper [11] by P. T. BATEMAN, S. CHOWLA and P. ErpDés) the theorem in 
question is interesting from the point of view of probability theory as it throws 
some light on the connection between certain measures of dependence: the 
correlation coefficient, the correlation ratio, the mean square contingency and 
the maximai correlation. These measures of dependence are discussed in § 1. 
We intend to return to the investigation of the maximal correlation and to 
applications of Theorem 4 in two forthcoming papers. § 2 contains the proof 
of the new version of the large sieve. 
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§ 1. On different measures of dependence 
of two random variables 


Let S=[@,4, P] be a probability space in the sense of KOLMOGOROV, 
i.e. Q an arbitrary abstract space, G a o-algebra of subsets of $2 and P 
a probability measure in £2 and on Q. An element of £2 will be denoted by 
w; the elements of 4 will be denoted by capital letters, e.g. A,B; we denote 
by AB the intersection of the sets A and B. If’ S=&(m) (m€2) is an ar- 
bitrary random variable’ on S (i.e. a function defined on 2 and measurable 
with respect to Cl), we denote by dl, the least o-algebra of subsets of 2 
with respect to which & is measurable. We denote by M(<) the mean value 
and by D*(é) the variance of &; i.e. we put 


(1.1) M(®) — | SaP 
and i 
(1.2) DG) — M&)—M'(5). 


We denote by D(&) the positive square root of D°(§); i. e. D(&) is the mean 
square deviation of & We denote, further, by R(&, »,) the correlation coefficient 


of € and 7), i.e. we put 
« ,)_ MG1i)—-M@)M()) 
{tro} RE, 7) = sai DED Gea § 

(Clearly R(§,7j) is defined only if M(§),M(Q,),D(§),D(Q,) exist and 
D()D(7))>0.) The conditional mean value M(a,'§) of 2, with respect to a 
fixed value of & is defined according to [10] (if M(,) exists) as a random 
variable which is measurable with respect to Ge and satisfies 


(1.4) | MQ|)aP = | ,aP 
A A 


for any AE Gg. 
We shall often use the following two well-known theorems on condi- 


tional mean values (see [8]): t 


(1.5) M(M(;)|5)) = M()) 
and (for any Borel-measurable function g(x)) 
(1. 6) M(g(5)1|5) = g(S)M(7)|§) : 


with probability 1. (Take into account that the definition of the conditional 
mean value is unique only by disregarding a set of probability 0.) 


' Two random variables which are equal to another with probability 1 will be con- 
sidered as identical. ° 


NEW VERSION OF THE PROBABILISTIC GENERALIZATION OF THE LARGE SIEVE 219 


The correlation ratio @(1) of 1 on E is defined (if D°(7)) exists and 
D(z) >0) by 


D(M(7)|§)) 
(1.7) O,(y) = 2M) 
OSG) 

As it is well known, we always have 

(1.8) 0=O.(y)=1 


with @;:(2,)=1 if and only if »—g() where y== g(x) is a Borel-measurable 
function, and with @,(1,)—0 if (but not only if) € and 9 are independent. 
The correlation ratio has been introduced by K. PEARSON (see e. g. [12]). 
The above general definition is due to KoLmocorov (see [10]). 

Now we shall prove the following 


THEOREM 1. /f § and 2 are arbitrary random variables and the mean 
and variance of 1, exist, we have 


gD) 0: (1) = Ans IRQ, g())| 


where g runs over all Borel-meéasurable real functions y= g(x) such that the 
mean and variance of g(&) exist. Equality stands in (1.9) if and only if 


(1. 10) g(5) = aM() 5) +6 
where a=£0 and b are constants. 

PROOF OF THEOREM 1. We may suppose that M(2j)—0, D(7)=—1 
M(g¢(S))=0 and D(g(§))= 1, because the absolute value of the correlation 


coefficient does not change if we effect linear transformations on the variables. 


4—M(1) , +m —_£6)—M(g6)) 
Thus we may replace 7, b gine and g(&) by g*(&) = Die) 


for which the mentioned conditions are already fulfilled. Under the mentioned 
suppositions we have by (1.5) and (1.6) 


(1. 11) R’(1), 2()) = M°ig(5)) = M'(g (5)M(/5)). 
Thus it follows by the inequality of Buniakowski—Schwarz 
(1. 12) R°();, (8) = M(M°(1)|8)) = D?(M(|8))- 


Evidently, equality stands in (1.12) if and only if g(&)= + M(7/5). Thus 
Theorem 1 is proved. 

Theorem 1 may serve for defining the conditional mean value and the 
correlation ratio. As a matter of fact, the conditional mean value M(7j/&) can 
be defined as that function g(&) of & which maximizes the value of R(7, g(&)) 


2 Theorem 1 is proved for the case when the joint distribution of § and y is absol- 
utely continuous by H. Gesetein (see [9)]). 
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and for which the following three conditions hold: 
M(g(§))=0, 
(1. 13) D(g())=1, 
M()2(5)) >9, 
and the correlation ratio can be defined as 
9:(1)) = sup IR(y, g(&))|. 


Theorem 1 suggests the introduction of the following measure of de- 

pendence : 

(1. 14) S(&, 1) = sup R(f(), 2()) 

where f runs over all Borel-measurable functions y= f(x) for which M(f(&)) 
and D(f(§)) exist and g over all Borel-measurable functions y—g(x) for 
which M(g(7)) and D(g(a)) exist. 

We shall call the quantity S(&, 1) defined by (1. 14) following H. GEBELEIN® 
the maximal correlation of § and yn. The maximal correlation is defined for 
arbitrary two random variables (not only for random variables having finite 
mean and variance). The fundamental properties‘ of the maximal correlation 
are contained in the following 


THEOREM 2. The maximal correlation S(E, 7) defined by (1.14) has the 
following properties : 

5) 02 .S(E-n)s 1. 

S.) S(, i) = S(),, §). 

S;) /f @(x) and p(y) are strictly monotonic functions, we have 

S(a(S), 2(7))) = SEE, 7). 

Si) (R(S, 7/)| = min (O¢(/), O,,()) S max (O¢(1)), 9,,(6)) = SG, 1). 

S;) S(&, 7) = 0 if and only if § and 7 are independent. 

Si) Jf there is an arbitrary functional dependence between & and n, i.e. 
if there exist Borel-measurable functions f\(x) and g,(y) such that f,(§) is not 
constant with probability 1 and f,(§)—g(n), then S(&, 4) = 1. 

PROOF OF THEOREM 2. §,), S,) and S,) follow immediately from the 
definition of the maximal correlation. S,) follows evidently from Theorem 1. 
To prove S;) we choose for the function f 

1. iF ak 6A. 
frlx) = ‘QO otherwise 


3 Gesetein [9] considered only the special cases when the joint distribution of — and 
; is either discrete or absolutely continuous. 


+ The properties of the maximal correlation expressed by Theorem 2 are contained 
in [9] for the special cases considered in that paper. 
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and for the function g 
-i\h-- XER 
B(x) = 'O otherwise 


where A and B are arbitrary Borel sets of the real line such that O0<P(EEA)<1 
and 0<P(x€8)<1. As we have clearly 


! i al, P(E€A, 7, €B)—P(E€ A) P(7,€B) 

1.15 R F 0 AS eee EN 
ee) a P(E€A)(1—P(E€A)) P(7, €B) (1 —P(,€ B)) ’ 
it follows that in case S(&, 7,)—0O, we have 
(1. 16) P(ECA, 1 €B) = P(ECA)P (7B) 


for arbitrary Borel sets A and B which proves that € and », are independent. 
S;) follows from the remark that if f,(§)—g,(7), then 


o. So(S) we & (1) soe 
AO=TE@] ~ THe 2 


and as f,(&) and g,(7) and bounded, their variances exist and are *#O and 
we have R(/f,(5), 2:(7))) = 1. 

Now let us denote by Pe; the measure defined on all Borel sets A of 
the real line by 


(1. 17) P;(A) = P(ECA) = PE '(A)) 
where —'(A) denotes the set of those m€2 for which E(m)€A. If & and 


are arbitrary random variables we denote by P;, the measure defined on all 
Borel subsets C of the (x, y)-plane by 


(1.18) Ps,(C)=PE '(C)) | 

where ¢ is the random vector with components & and », and, accordingly, 2 '(C) 
is the set of those m€2 for which (&(~), 1,(m))€C. We denote, further, by 
Q,,, the measure defined on the Borel subsets of the (x, y)-plane by putting 


(1. 19) Q;,,(A*B) = P¢(A)P,,(B) 
where A and B are Borel subsets of the x- and y-axis, resp., and AxB denotes 
the set of those points (x,y) of the plane for which x€A and y¢B. The set 
function Q;, is evidently uniquely determined for all Borel subsets of the 
plane by means of (1. 19). 

If the measure P;, is absolutely continuous with respect to Q:,, we 
shall say that the depedence between € and y, is regular. In this case we 
d’P:, 
dP,dP, 


the Borel-measurable function, which exists according to 


denote by 
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the Radon—Nikodym theorem, for which we have 


é a’P:, J 
(1. 20) Pe, (C) = dP: dP, dQ:, 


for every Borel subset C of the si Now we put 

ei her li Aiea Pe ae ) : )p 
(1.21) 9, n=+| thers wears) | aObn 

X*#y 

where X*Y denotes the whole (x, y)-plane, and call p(5, 7) the mean square 
contingency of § and 4. The mean square contingency has been introduced 
for discrete and absolutely continuous distributions already by K. PEARSON 
(see e. g. [12]). The extension of this notion to general (regularly dependent) 
random variables has, according to my knowledge, not been made before 
this paper. If & and 9 are discrete random variables, such that © takes on the 
values X;, (anion ..) and 4 the values y; (/=1, 2,...), further if 
denotes the event =x, and B; the event 7 —y,;, then evidently the depedence 
between € and 7, is regular and we have clearly from (1. 21) 


ey (wy (P(A.B)—P(A)P (BD) \3 
(1. 22) P(§, 1) = oe P(A,)P(B;) 


Thus (1.21) reduces for the case of random variables with a distribution of 
the discrete type to the classical formula of K. PEARSON (see [12]). If € and 1 
are not regularly dependent in the above-defined sense, we put (6, »,)=+ ox. 
(Of course, in case € and » are regularly dependent, it is still possible that 
P(§, )) =-++ ov.) It is evident that @(§,7)—O if and only if the variables x 
and & are independent. ; 

We shall prove the following property of the mean square contingency: 


THEOREM 3. /f & and 7, are regularly dependent, then we have 
(1. 23) S(5, 11) S96, 1). : 


PROOF OF pes eb 3. Of course, the inequality (1. 23) is meaningful 
only if @(&,7))<1. We have for any Borel-measurable functions f(x) and g(y) 
such that MO@)— MEQ) =0 ad! DUE)= DUG) 1, 


(1. 24) R(F(), (i) = M(FE)E (x) = 
As clearly 


+o 


(1.25) J 40) dQs,—| f(aP.- | 


a 
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i) 
to 
w 


it follows 


j 3 Ue, g(1))= I FO) g(V)d(Pe, —Q,, | [7040 Loe —1}iQ, 


Thus we obtain by the Buniakowski—Schwarz inequality 


@.27) RYO.g!'=| |[Peeora,)| ||[ spe —!) aes). 


As clearly 
(1. 28) 


g'(y)dQ:, = D*(f(§))D*(g(m)) = 1, 
it follows 


(1. 29) RFE), £(0)), = 9, 7). 


As f and gcan be chosen arbitrarily, Theorem 3 is proved. 


§ 2. A new version of the large sieve 


Let us call a (finite or infinite) sequence {§,,! of random variables defined on 
= {52, A, P] aged loosely dependent with coefficient of dependence C if the 


quadratic form > > Pe S(&,, §) X.X» is bounded with bound C, i.e. if for any 
eS =a a 
> xXi< +c we have 


- , | is 
2. 1) ay > 4 SE, ) eS abe = pa x. 


ee | — 3 


sequence {x,} for which 


Searly, S(.;6,) = 1 “and thus C21; C=1 if and only if S¢,,§.)=—0 
for all nm. In view of Theorem 2 it follows that C—1 if and only if the 
random variables &, are pairwise independent. Now we can formulate our 


: THEOREM 4. Let {&,' be a sequence of loosely dependent random variables 
with coefficient of dependence C, i. e. such that (2.1) holds. Let 1, be an 
arbitrary random variable such that M(n’) exists. Then the inequality 


2. 2) >) @,(0) =C 
holds. 


PROOF OF THEOREM 4. We shall need the following lemma on quasi- 
orthogonal sequences of random variables (see [13]): 


ae 
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Lemma 1. Let {£,) be an infinite or finite quasi-orthogonal sequence 9, 
random variables with bound Q; by other words, suppose that the quadratic 


ioe) 
4 


form > > M(E,5,,)x.Xn is bounded with bound Q, that is 
1 


Mask ms 
a © 
(2. 3) |= >M (ey Be gs 


n=l m= 


oe 
ae s 
n=} 


for every sequence {x,} for which > > xi < +. Then we have for any random 
variable 1, for which M(i;°) exists 


(2. 4) = MC ¢,) = QM(). 


The proof of Lemma 1 is immediate as (2.4) follows from (2.3) and 
by the fact that 
(23) m((.—4 Q= > 5.0.59) j=0. 


we | 


Now we are in the position to prove Theorem 4. 
Let f.(x) (n=1,2,...) be arbitrary Borel-measurable functions such 
that D°(7.,(&.)) exists and is 0. Let us put 


— n = —M ate 
(2. 6) cin Dae )) (a==1,2; .i). 
Then we have by the definition of the maximal correlation 
| © ot y o 
> DM Gils) Xe = 2, > RAE), Keo a a> > SEs En) Xu! 
m jn meal | ” m= 


and thus by our supposition (2. 1) 


7 


= | ae 
(2. 7) | > M(E.5,.) x, ay = {; » Gis . 
| rr | 


i? 


Thus the sequence {3,; defined by (2.6) is quasi-orthogonal with bound 
Q=C, and thus by Lemma 1 we have, putting »* —»,—M(,), 


(2. 8) 2 M?(1,°¢,.) <= CM(Q,”) = CD*()). 

Let us now choose 

(23 9) hh (&,,) —- M(),"\&,,) (n = il Pee ee .). 
Then we evidently have 


MQ? M("| 5.) M(M*Q,;"/5.)) 


(2.10) MGS.) = —MG7E)) DOM GFE) 


~D(M(7, 5.) 
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and thus it follows from (2.8) after dividing by D*(m) that 


(2.11) > 8 (ny SC. 
n= 
_ Thus Theorem 4 is proved. 


Let us mention that any finite sequence (&)} of random variables is 
loosely dependent with some coeifficient C; thus Theorem 4 is applicable to 
_ any finite sequence of random variables. 


Theorem 4 is sharper than the theorem of [7]; this follows immediately 
from Theorem 3. 


If the random variables §, are pairwise independent, we have C— 1. 
Thus we obtain from Theorem 1 the following 


CorOLLary. /f {§,} is a sequence of pairwise independent random varia- 
bles and 7 an arbitrary random variable with finite mean and variance, we have 


(2. 12) >, (n) =1 
ia | 
where @:(n) denotes the correlation ratio of n on &. 
In’ (2: 12) equality “stands, €. 9, if the sequence {€,' (n= 1,2,..., N) 
nS 
is finite and 7, => 5,. As a matter of fact, in this case we have M(,, &,)— 
nwool 
—M(j))=&.—M(S,,) and thus D(M(n &,)) = D(§,,) which implies 
N 


| é > Dé.) 
DG (ict ieee there 
(2. 13) = 5, (7) D°(n) 


Let us mention that the above corollary of Theorem 4 could be decuded also 
directly from the inequality of Bessel. As a matter of fact, according to Theo- 
rem 1, (2.12) is equivalent to the following statement: If {s,} is a sequence 
_ of pairwise independent random variables, further f,(x) (n=-1, 2,...) is an 
arbitrary Borel-measurable function such that 


(2. 14) M(f.(§.)) =O and D(f.(.))==1 (fel ieee), 
then putting 7," 1—M(n) we have 
(2. 15) > M(x foG,)) = M7’). 
But according to our suppositions, 
bs ¥ 1 if am, 
a2. 16) M6 fn (Gu) fm En) = 0 if n  m. 


Thus {f,(é,)} is an orthonormal system of functions and thus (2. 15) is nothing 
else than Bessel’s inequality for this particular orthonormal system. 


(Received 23 February 1959) 
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UBER REGULARE KETTENGRUPPEN 


Von 
T. GALLAI (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


Einleitung 


Den Begriff der regularen Kettengruppen hat W. T. TuTTe im Jahre 
1956 eingefiihrt ({14], S. 13).' Er bewies sogleich mehrere interessante Eigen- 
Sschaften dieser Gruppen. Im folgenden werden wir einige neue Satze iiber 
diese Gruppen ableiten und aus den erhaltenen Satzen mehrere graphentheo- 
retische Folgerungen ziehen. Unsere Hauptergebnisse sind in den Sétzen 
(2.2) und (4.2) enthalten. Der Satz (2. 2) bezieht sich auf die Darstellbar- 
keit eines Gruppenelementes als Summe von gewissen ausgezeichneten Grup- 
penelementen. Aus diesem Satze leiten wir die graphentheoretischen Satze (5. 3) 
und (5.5) ab, aus denen in einfacher Weise ein Satz von Ore iiber Faktorisation 
der gerichteten, regularen Graphen folgt ({12], Satz 2. 3.3). Der Satz (4. 2) ist 
mit dem Dualitatssatz der linearen Programmierungstheorie verwandt. Durch 
Anwendung des Satzes (4.2) auf Graphen kann man dem Mengerschen 
»-Kettensatz* ({11], S. 222) ahnliche ,Maximum-Minimum Satze“ herleiten. 
In § 5 zeigen wir, daB man in solcher Weise die beiden Hauptsdtze einer 
kiirzlich erschienenen Arbeit des Verfassers erhalten kann ({7], Satze (2. 1.6) 
und (2. 1.7)). Wir haben in [7] aus diesen Sadtzen eine Reihe von weiteren 
Satzen abgeleitet, unter denen auch der Mengersche n-Kettensatz, der ,,max- 
flow min-cut“ Satz ({1], [4], [5], [6]), ein Egervaryscher Satz ((3], S. 17, 1) 
und ein von DiLworTH stammender, auf halbgeordnete Mengen beziiglicher 
Satz ((2], S. 161) vorkommt. 

Beziiglich der Beweise wollen wir folgendes hervorheben: Bei dem 
Beweis des Satzes (2.2) werden wir nur solche Satze anwenden, deren 
Beweise in der vorliegenden Arbeit enthalten sind. Bei dem Beweis des Sat- 
zes (4.2) stiitzen wir uns jedoch auf mehrere Satze der erwahnten Tutteschen 
Arbeit sowie auf den Existenz- und Dualitatssatz der linearen Programmie- 


rungstheorie ((8], S. 58—65). 


1 Die Definition findet man in § 1 der vorliegenden Arbeit. 


fo* 
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§ 1 


Dieser Paragraph enthalt die Erklarungen der ndotigen Grundbegriff 
sowie einige vorbereitende Satze. 

(1. 1) Betrachten wir die endliche Menge M= {x,...,X.} (221). Wi 
wollen die Menge M im folgenden festhalten und ein beliebiges Elemen 
von M mit x oder x’ bezeichnen. 

Unter einer zu M gehérigen Kette f (im folgenden einfach nur Kette 
verstehen wir eine reelle, ganzwertige Funktion f(x). Sind f und g Ketten 
so bestimmt die Funktion f(x)-+ g(x) die Kette f+ g. Samtliche zu M gehorig 
Ketten bilden beziiglich der Addition eine Abelsche Gruppe V. Wir nennet 
V die (zu M gehorige) vollstandige Kettengruppe. Unter einer (zu M gehé 
tigen) Kettengruppe wollen wir eine Untergruppe von V verstehen ([14], S. 13) 

(1. 2) Die Werte f(x) einer Kette f heifen die Koeffizienten von f. Wi 
werden mehrmals die Bezeichnung f(x;)=u; (é=-1,...,2) anwenden, um 
diese Vereinbarung wollen wir durch die Gleichung f= [u,, ..., w,,] ausdriicken 

Eine sich auf Ketten beziehende Ungleichung bzw. Gleichung, in de 
das Argument x nicht explizit vorkommt, fassen wir derart auf; dafi sie fii 
jedes x besteht (statt fiir jedes x von M“ sagen wir einfach _,,fiir jedes x*) 
Z. B. bedeutet f—g, fg=O-° bzw. {f|=1, daB fiir jedes x fx) =e 
f(x) g (x) = 0 bzw. |f(x)| = 1 gilt. fg soll die Negation von f= g bedeuten 

Wir heben hervor, dai /f|=1 mit der Behauptung gleichwertig ist 
dafi f(x) nur die Werte 0,1 und —1 annehmen kann. Die Kette f—0O nen 
nen wir Zerokette. Eine Kette f heift positiv, wenn f =O besteht. 

Mit [f] wollen wir die Menge derjenigen x bezeichnen, fiir die fla) #1 
gilt. 

Sind A und L Mengen, dann bedeutet KCL bzw. KCL, daB K ein 
Teilmenge bzw. dai AK eine echte Teilmenge von L ist. Die leere Meng: 
bezeichnen wir mit ©. 

(1. 3) Wir erklaren fiir Ketten die Relationen © und c ({7], S. 397) 
Sind f und g Ketten, so soll fg bedeuten, dai fg = 0 und |f| = |g| gleich 
zeitig bestehen. Wir schreiben dann fcg, wenn f[g und fg gilt. 

Man kann die folgenden Behauptungen leicht einsehen: 

Ist fg, dann gilt [f]-[g] und g—fEg. 

Aus fcg und g Ch folgt fcr. 

Zu jeder Kette f gibt es nur endlich viele Ketten g mit gcf. 

Es sei H eine Kettengruppe. Ist Of¢€H und gibt es kein gin Hm 
O#gcCf, so sagen wir, daB f eine einfache Kette von H ist, oder dab 
einfach in H ist. Man kann die folgende Behauptung leicht einsehen: 
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(1.4) Ist H eine Kettengruppe und ist 0+: f¢€H, so gibt es eine ein- 
fache Kette g von H mit gCf. 


Aus (1.4) und aus den unter (1. 3) angefiihrten Eigenschaften der Rela- 
ion © kann man einfach den folgenden Satz folgern: 


(1.5) Ist H eine Kettengruppe und ist Of €H, so ist 
DSB bya wt Bis 


WO £1,..-, 8; den Bedingungen g,Cf (i=1,...,/) gentigende, einfache Ketten 
yon H sind. 

BEMERKUNG. Ist f positiv, dann kann man in (1.5) die Bedingungen 
Bof (i —1,...,/) durch g;=0 ((=1,...,/) ersetzen. 

Wir werden eine Kettengruppe H reguldr nennen, wenn H der folgen- 
Jen Bedingung geniigt: 

(1.6) Fiir jede einfache Kette f von H gilt die Ungleichung |f| <1. 

Aus (1.5) folgt unmittelbar: 

(1.7) Ist H eine reguldre Kettengruppe, so kann man zu jeder von der 
Zerokette verschiedenen Kette f von H solche Ketten g,,...,g; von H_ finden, 
tir welche die Bedingungen f—g,+---+g;, \gi| = 1 und giCf ((=—1,...,/) 
erfiillt sind. 

(1.8) Die oben angegebene Definition der Regularitét einer Gruppe 
interscheidet sich von der Tutteschen Definition ({14], S. 13). Wir wollen 
etzt zeigen, da die beiden Definitionen gleichwertig sind. Wir heben jedoch 
vervor, dai diese Gleichwertigkeit im nachfolgenden nur dadurch eine Rolle 
pielt, daB wir uns im Beweis des Satzes (4.2) auf mehrere Satze der Tutte- 
chen Arbeit [14] stiitzen. 

Es sei H eine Kettengruppe. Gilt Of ¢ A und gibt es in H kein g mit 
44-[g]c[f], so heiBt f eine elementare Kette von H. (Wir sagen auch: f ist 
Jementar in H.) Eine elementare Kette f von H mit f|=1 heiBt eine pri- 
nitive Kette von H (wir sagen auch: f ist primitiv in A) ((14], S. 13). 
Mfensichtlich ist eine primitive Kette von H zugleich einfach in A. Nun 
lennt TUTTE eine Kettengruppe H regular, wenn H der folgenden Bedingung 
fentigt: 

(1.9) Zu jeder elementaren Kette f von H gibt es eine primitive kette g 
on H mit [g|=[/}- 

Zu dem Beweis der Gleichwertigkeit der beiden Definitionen wollen 
vir erst die folgende Behauptung beweisen: 

(1.10) Geniigt H der Bedingung (1.6), so ist jede einfache Kette von 
7 primitiv in H. 
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Bewels. Es geniigt zu zeigen: wenn f einfach in H ist und (1.6) besteht, 
so ist f auch elementar in H. Nehmen wir an, daB f einfach, jedoch nicht 
elementar in H ist. Es gibt dann in H ein g mit ~ #[g]C[f]. Nach (1. 4) 
gibt es eine einfache Kette # von H mit AGg. Es gilt [A|—[g]C[/] und 
\h{= 1. Da hf unmdglich ist, gibt es ein x’ mit A(x’) f(x’) < 0. Dann gelten 
fiir g, —f-+-h folgende Bedingungen: g, € H, g, #0, g,(x’)= 9, [g:] c[f] und 
gf =0. Nach (1.4) gibt es eine einfache Kette 4, von H mit h,@g,. Es gilt 
% #[h]S[gi] C[f/] und h,g,=0, und daher folgt aus g,f=0 die Unglei- 
chung A,f = 0. Da |h,|=1 ist, mu{ A,Cf gelten. Das steht jedoch mit der 
Einfachheit von f in H in Widerspruch. 

Nehmen wir nun wieder an, daB H der Bedingung (1.6) geniigt, und 
es sei jetzt f eine beliebige elementare Kette von H. Nach (1.4) gibt es eine 
einfache Kette ¢ von H mit gCf. Laut (1.10) ist @ auch primitiv in H, 
und das bedeutet, dafi H auch der Bedingung (1.9) geniigt. 

Entgegengesetzt geniige jetzt H der Bedingung (1.9). Nach TUTTE 
({14], (6. 1)) gibt es zu jedem f0 von H ein primitives g von H mit 
gCf. Ist f einfach in H, so muB fiir ein solches g gf gelten. Demnach 
ist |f/—=|g|= 1, und demzufolge geniigt H auch der Bedingung (1. 6). 


§ 2 


Der Satz (1.7) enthalt keine Aussage iiber die Anzahl j der in (1.7) 
vorkommenden Ketten g;. Das Ziel dieses Paragraphen ist die Bestimmung 
des minimalen Wertes der erwahnten Anzahl (s. Satz (2. 2)). 

Fiir eine Kette f werden wir die Bezeichnung 


max |f(x)| = uy 
rEM 


anwenden, und die Menge derjenigen x, fiir die |f(x)| =; ist, werden wir 
mit M;, bezeichnen. 

(2.1) HiLFssaTz. /st H eine regulére Kettengruppe, so kann man zu 
Jeder Kette f--0 von H eine Kette g von H finden, die den Bedingungen’ 
gSf, |g|=1, fiir x € M; sogar |\g(x)|=1 geniigt. 

BewEls. Ist «= 1, so kann man g=/f setzen. Nehmen wir jetzt an, 
dai in H eine Kette k, existiert, fiir welche die Rehauptung des Satzes nicht 
wahr ist. Dann ist «, = 2. Betrachten wir weiter diejenigen Ketten k von H, 
fiir welche die Behauptung des Satzes nicht besteht und fiir die so, = wa, gilt, 
und aus diesen wahlen wir eine solche Kette f aus, fiir welche die Anzahl 
der Elemente von M; minimal ist. Wir setzen der Kiirze halber = «. 

Es sei x’€ My, d. h. |f(x’)| =. Aus (1.7) folgt dann die Existenz einer 
Kette g von H mit folgenden Eigenschaften: gCf, g|=1 und |g(x’)|=1. 
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Es sei f’ =f—ug. Dann ist f/€ H und |f’}<u. Da die Behauptung von 
(2. 1) fur f nicht besteht, gibt es ein x € M, mit g(x)=0. Fiir dieses x ist 
\f’(x) =, und demzufolge ist «=. Ferner gilt |f’(x) =. nur fiir solche 
Elemente x, fiir die g(x) —0 und |f(x)!=w ist. Demnach ist x’ € M;,, und so 
gilt M, My. Daraus folgt aber nach der Wahl von f, daB die Behauptung 
von (2.1) fiir f’ giiltig ist, d. h. es existiert in H eine Kette g’ mit folgenden 
EFigenschaften: g’Cf’,!¢’| = 1 und |g’(x)|==1 wenn x € My. 

Es sei nun h=g+g’. Es gilt h€ H, und wir wollen zeigen, dai h 
auch die folgenden Eigenschaften besitzt: 
(*) hoff, |k =1 und {h(x)/—=1 wenn xé€M,. 
In der Tat: ist fiir ein beliebig ausgewahltes x 
(1) f(x) = uw und |g(x)|=1, so ist f’(x) = 0, demnach g’ (x) —0, also 
h(x) = g(x) und daher A(x) —1 und f(x)A(x) > 0; 
(2) (f(x)i =u und g(x) =0, so ist f’(x) = f(x), !f'(x)| =e und A(x)= 
= g'(x), also A(x) — \g"(x) =1 und ACO f(X) = g(x) f(x) > 0; 
(3) f(x) <« und 'g(x)|=1, so ist g(x)f(x)>0, 0<|f'(x)| <u und 
F(x)f' (x) < 0, also g(x)g’(x) =0, und daher |A(x)|}=1 und h(x)f(x) = 0; 
(4) f(x) < und g(x)=0, so ist f’(x)= f(x) und h(x)—g’(x), also 
|A(x)' =1 und A(x)f(x) = 0. 
Die Giiltigkeit der Bedingungen (*) widerspricht jedoch der Wahl von 
f, und das bedeutet, da& der Satz (2. 1) richtig ist. 
(2.2) Satz. Ist H eine reguldre Kettengruppe und f eine von der Zero- 
kette verschiedene Kette von H, ist ferner 
max | f(x)| = 
rEM 


gesetzi, so existieren in H « Ketten g,,...,g, mit folgenden Eigenschaften: 
fH8it-°421; £iCf und £il = 1 (iz ie a) 
BEwEIs. Ist «1, so kann man g,=f setzen. Nehmen wir nun an, 
dafi die Behauptung von (2. 2) fiir samtliche Ketten von H wahr ist, fiir die 
“p—=J (j= 1) besteht. Es sei ferner f€ H mit «;—j-+1. Nach (2. 1) gibt es 
in H eine Kette g mit den Eigenschaften: gC f,|g|=1 und |g(x)| = 1, wenn 
if(x)| =j+1. Fir f/ =f—g gilt dann f/¢H,f’Cf und vy. Laut unse- 
rer Voraussetzung besteht f= g,+---+g; mit g:¢H,giSf,\gi)=1, und 
daher ist f—g+g,+---+g; eine gewiinschte Darstellung von /. 
BEMERKUNG. Ist f positiv (d. h. ist f= 0), so kann man in (2.2) die 
Bedingungen g:Cf (i=1,...,) durch g;=0 ((=1,..., u) ersetzen. 


2 Offensichtlich kénnen nicht weniger als « solche Ketten existieren. 
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§3 


In diesem Paragraphen fiihren wir einige Begriffe und Satze an, die 
wir zum Beweis des Satzes (4.2) anwenden wollen. 


(3.1) Sind f und g Ketten, so sei 
er g) a (g, f) es > fg). 


Es gilt (f+9,4)=(h4)+(&, A). 

Ist f=0 und g=O, so ist (f,g) =0, und daraus sieht man, daf aus 
fag wd.420 GAS .2*) telat. 

Es soll nun K eine beliebige Menge von Ketten bedeuten, und es seien 
f und g beliebige Ketten. Die Tatsache, dai (f, 2) =(g, A) fiir jedes h von 
K giit, wollen wir durch 


f=g(-k) oder g=f(-K) 


ausdriicken. Gelten f= 9 (> K) und f=g (— 4K) gleichzeitig, so schreiben 
wir f—g (~K). Offensichtlich ist f—=g (— K) gleichbedeutend mit (f, A) = 
—(g,h) fiir jedes h€ kK. Den obigen Definitionen entsprechend bedeutet 
f2=0(—kK) bzw. f=0 (+k), dak (f,4)20 bzw. (f,f)=0 fiir jedes 
he K gilt. 

Man kann die folgenden Behauptungen leicht verifizieren: 

Ist fi =fi (- K) und fi =f, (+ kK), so ist f =f; (+ K). 

Ist f=g (—«) und f =g’ (— 4), so ist f+ f=e+2 (4A). 

Bedeutet V’ die Menge aller positiven Ketten, so ist f= g (+ V*) mit 
f=g gleichwertig. 

Man kann ferner leicht einsehen, dafi samtliche Ketten f mit f—0(— K) 
eine Gruppe bilden, die wir mit A* bezeichnen wollen. Ist K€ K und k* € K%, 
so gilt (k, kK") -=0. 

Ist H eine Kettengruppe, so heift H* die duale Gruppe von H ({14], 5). 
Uber die dualen Gruppen hat Turre den folgenden Satz bewiesen ({14], 
(Sa0)). 

(3.2) Ist H eine reguldre Kettengruppe, so ist auch H* reguldr und es 
git (A) =H. 

Man kann leicht einsehen, dali die vollsténdige Kettengruppe, sowie 
jene Gruppe, die nur aus der Zerokette besteht, regular und zueinander dual 
sind. 

Aus bekannten Satzen iiber Abelsche Gruppen folgt, dafi jede Ketten- 


gruppe eine Basis besitzt. Dariiber hinausgehend hat TuTre den folgenden 
Satz bewiesen ({14], (4. 6)): 


~ 
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(3. 3) Jede regulire Kettengruppe H hat eine Basis h,,...,h,, so dap 
die aus den Koeffizienten der Ketten hj={ci,.-., Cn] (=1,...,9) gebildete 


Matrix 
Cit *** Cin 
C= | a] 
A Cy-1 eee Crn | 


Eine Matrix C heift unimodular, wenn die Determinanten beliebiger 
Ordnung von C nur die Werte 0,1 und —1 annehmen kénnen. Wir werden 
eine Basis mit einer unimodularen Matrix unimodular nennen. 

Ist H eine Kettengruppe, so wollen wir mit H* die Menge der posi- 
tiven Ketten von H bezeichnen. 


unimodular ist. 


(3. 4) Hitrssatz. Ist f eine beliebige Kette und H eine reguldre Ketten- 
gruppe, so sind die folgenden beiden Behauptungen gleichwertig: 
O) f=0(CH). 
(2) Zu f gibt es eine Kette h* in H* mit f=h". 

BEwEIs. (a) Gilt (2) fiir ein f, cnt besteht nach (3.1) fiir jede belie- 
Bice Kette h von A* (f,A)=(“",h4)= 

(b) Nehmen wir jetzt an, daf fiir ein f (ft) Desteht "Esestiwis <5 cine 
wrimodulare Basis von H, und es sei-f;—[ca,...,cn] (=—1,...,. Dann 
kann man (1) folgendermafien formulieren: Es existieren keine solchen ganzen 
Zahlen 4,,...,4,, fiir die 2,4,+---+4,4,20 und (f,4,4,+---+4,4,) >0 
besteht, d. h. das System 


cud: “te Gat = 0 


(3) te Ait: eiataads = 0 

—(f,h)A—---—(f, hf) 4, <0 
hat in den Unbekannten /,,...,2, keine ganze Lésung. (Eine Lésung heibt 
ganz, wenn jede Unbekannte in ihr einen ganzen Wert besitzt.) Daraus folgt, 
daf (3) iiberhaupt keine reelle Lésung besitzen kann. (Die Koeffizienten in 
(3) sind ganze Zahlen!) Dann mufi aber nach bekannten Sdatzen tiber lineare 
Ungleichungen (s. z. B. [13], S. 7) das System 


C11 + +++ + Cinlln = —(f, 1) 
(4) Crt + oe + Cm ln = —(fh,) 
pee, in a 


eine Lésung in den Unbekannten u,,..., u, haben. Aus der Lésbarkeit von 
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(4) folgt weiter, da& (4) auch ganze Lésungen besitzt. Es ist ndmlich bekannt, 
dai wenn ein System endlich vieler Ungleichungen lésbar ist und eine uni- 
modulare Matrix besitzt, dann besitzt es auch ganze Lésungen (s. [9], S. 
225). Das System (4) besitzt nun die Matrix 
¢ pest eee 
c—|£ WoC : ist 
_ G12 Cyn 
und £, die Einheitsmatrix mit n Zeilen und n Spalten bedeutet..Aus der 
Unimodularitat von C schlie&it man leicht, daB auch C unimodular ist. 
Betrachten wir nun eine, aus einer ganzen Lésung von (4) errichtete 
Kette g=[u,,...,u,]. Nach (4) besitzt dann A*=f+g folgende Eigen- 
schaften: 
(5) (ity, Ht) =O eng lt) 
(6) fat. 
Aus (5) folgt aber A* € H* und so zeigt (6), daf fiir f auch (2) besteht. 
Aus (3.4) ergibt sich einfach der folgende Hilfssatz: 


(3.5) HitFssatz. Sind f und g beliebige Ketten und H eine reguldre 
Aettengruppe, so sind die drei folgenden Behauptungen gleichwertig: 
(Oe free & (= Ha): 
(8) Zu fund g gibt es eine Kette h* in H* mit f+h* =g. 
(9) Zu f und g gibt es eine Kette h* in H* mit f=g-+h". 


§ 4 


In diesem Paragraphen beweisen wir den Satz (4.2), der mit dem} 
Dualitatssatz der linearen Programmierungstheorie verwandt ist. 

Es seien F und G beliebige Kettengruppen, g und vu beliebige Ketten.. 
Wir bezeichnen die Menge derjenigen Ketten f, die den Bedingungen 


(1) feFt und f=¢@ (+G*) . 
gentigen, mit M,, die Menge derjenigen Ketten g, die den Bedingungen 
(2) gé€G* und g=w (+F*) 


gentigen, mit M,. 
(4.1) dst fe M, und géM,, dann gilt (w, f) = (9, g). 


* Der Umstand, daB (4) auch Gleichungen enthilt, beeintrichtigt nicht die Anwend- 
barkeit des zitierten Satzes. Ersetzt man namlich eine jede Gleichung « =-¢ von (4) durch! 
. die Ungleichungen «= 3 und —a=—s, so bekommt man ein mit (4) gleichwertiges» 
System lauter Ungleichungen, dessen Matrix mit der Matrix von (4) gleichzeitig unimodular ist.! 
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Bewels. Nach (1) und (2) gilt (f£,g)=(y,g) und (g,f)= (w, f), und 
daher ist (w, f) = (q, g). 
Nach (4.1) besteht die folgende Ungleichung: 


max (7, f) = putes) 


feu, 
vorausgesetzt, dafi die vorkommenden Ee ten existieren. 


(4.2) Satz. Sind die Kettengruppen F und G regular und sind ¢ und 
w solche Ketten, fiir die p =O (>G") gilt und M, nicht leer ist, so exi- 
stieren die Werte 
max (w,f) und ae Mg, 2), 


TEM, 
und diese Werte sind einander gleich. 


BeEwels. Unser Gedankengang ist der folgende. Mit Hilfe von (3. 2), 
(3. 3) und (3.5) verwandeln wir die Aufsuchung jener Ketten, die den Aus- 
driicken (w,f) und (qg, g) ihre Extremwerte erteilen, in lineare Programmie- 
rungsprobleme. Sodann wenden wir auf diese Probleme den Existenz- und 
Dualitatssatz der Programmierungstheorie an, endlich zeigen wir, dai unter 
den Lésungen der Probleme auch ganze vorkommen. 

Vorerst stellen wir fest, daB wegen der Annahme g=O (—G*) die 
Zerokette den Bedingungen (1) geniigt, und deshalb M, nicht leer ist. 

Nach (3. 2) sind F* und G* regular. Es sei nun f{,..., fr bzw. gi,..., 2% 
eine nach (3.3) existierende unimodulare Basis von F* ieee G", und es sei 
Dette cisions be (hae Liat oF) 92s ela, +, 0m] (i= 1, 65S), 

tor ea (yy, ..-, rn], f=l[t,-.-, 0), 2=[vineoy eh). 

Nach (3.2) ist die Bedingung f¢ F mit f—0O (—F"*), d.h. mit dem 
Bedingungssystem (f, ff) —0,...,(f,f7)=0 gleichwertig. 

Nach (3.5) ist die Bedingung f= (—G") gleichwertig damit, dah 
zu f solche ganze Zahlen /:,..., 4s existieren, fiir die f+Agi+--: +1.25 = 
besteht. ) 

Es folgt nun, dafi die Bedingungen (1) mit der folgenden Behauptung 


gleichwertig sind: 
Zu ,...,U, existieren ganze Zahlen 4;,...,4;, die das System 


uy budAit-e:: +645 
Uy + Byy,dr+ spats + Dunks = Pn 
3) anu + vase + Q4,,Un —— 0 
re ite ce Dee ekey = 0) 
ee eae 


defriedigen. 
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Ahnlicherweise bekommen wir, dai die Bedingungen (2) mit der folgen- 
den Behauptung gleichwertig sind: 


Zu r,...,', existieren. ganze Zahlen m,...,4,, die das System 
| os Anta ter +a, = WY 
Cr ss Qin + — + Qn Uy == Wy 
(4) \ Oruer tee $b, aU 
i, Vafbeee tO tn a=) 
{ wy =0,...,%20 
befriedigen. 


Wir kénnen jetzt behaupten: Die Aufsuchung jener Ketten f von M,, 


die (w, f) maximal machen, ist mit der Bestimmung derjenigen ganzen Zah- © 


lensysteme (i,...,W,,41,.-.,4:) gleichwertig, die (3) befriedigen und den — 
Ausdruck 
(5) Wy + ew + w,u,+0-4,+ +--+ +0-4; 


maximal machen. 

Die so erhaltene Aufgabe ist jedoch — abgesehen von den Ganzwer- 
tigkeiten — ein sog. lineares Programmierungsproblem mit gemischten Bedin- 
gungen (s. [8], S. 63). Wir wollen dieses Problem als Problem (1) bezeichnen. 

Ahnlich kénnen wir behaupten, dai die Aufsuchung jener Ketten g von 
M,, die (¢, g) minimal machen, mit der Bestimmung derjenigen ganzen Zah- 


lensysteme (2,,..., nn, f4,--.,@) gleichwertig ist, die (4) befriedigen, und die 
den Ausdruck 
(6) Prt ees + QPatn tO- a, +--+ +0- uy, 


minimal machen. Diese Aufgabe ist jedoch — abgesehen von den Ganzwer- 


a oe 


tigkeiten — wieder ein Programmierungsproblem, welches wir Problem (II) 


nennen wollen. 

Die Probleme (I) und (II) sind sog. duale Probleme ({8], S. 63). Nach 
unseren Annahmen existieren solche Ketten f und g, welche den Bedingun- 
gen (1) bzw. (2) geniigen. Demzufolge existieren auch solche Zahlensysteme, 
die (3) bzw. (4) befriedigen. Daraus folgt jedoch nach dem Existenz- und Dua- 
lititssatz der Programmierungstheorie, daf auch solche Zahlensysteme exi- 
stieren (wir wollen diese Lésungen der Probleme (I) bzw. (II) nennen), die 
(3) bzw. (4) befriedigen und (5) bzw. (6) maximal bzw. minimal machen; 


—— 


es folgt ferner, dai diese Extremwerte miteinander iibereinstimmen ({8], S._ 


58—65). 


Es bleibt nur noch zu zeigen, daf unter den Lésungen der Probleme. 


(1) und (II) auch ganze vorkommen. Ziehen wir dazu in Betracht, daB das 
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System (3) in dem (n+ s)-dimensionalen euklidischen Raume eine konvexe 
polyedrische Menge P bestimmt, und dafi die Lésungen von (I) eine Seiten- 


_ flache von P ausfiillen ({8], S. 80). Wir behaupten weiter, dal die Matrix 


von (3) von der Gestalt 


iy segs ay sere TCH Oi e+ Diy 
ae O Qy1 a Ayr by ee ee 


ist, wo B’ die Transponierte von B bedeutet, und E, die Einheitsmatrix mit 
n Zeilen und n Spalten bezeichnet. 

Die Matrizen A und B sind unimodular. Daraus kann man leicht ein- 
sehen, dafi auch C unimodular ist. Demzufolge enthalt jede Seitenflache von 
P Punkte mit lauter ganzen Koordinaten ([{9], S. 223—225, siehe auch die 


_ Fufinote von S. 234). Dies bedeutet jedoch gerade, dafi das Problem (I) ganze 


Lésungen besitzt. 
Ahnlicherweise sieht man ein, daB auch das Problem (II) ganze Eesti 
gen hat. Damit ist der Beweis von (4. 2) beendet. 


BEMERKUNG. Wir erwahnen, dafi man durch Anwendung des Satzes (4. 2) 
auf spezielle Ketten g und w den Satz (2.1), und daher auch den Satz (2. 2) 
herleiten kann. 


§5 


In diesem Paragraphen zeigen wir einige Anwendungen der Satze (2. 2) 
und (4.2) auf Graphen. 

(5. 1) Es sei 7’ ein gerichteter Graph ({14], S. 13—14, [7], 1.1) und 
Pease) == 15),..%, Xn) die Menge-der Kanten, N=={X,,..., Xj die Menge 
der Knotenpunkte (im folgenden einfach nur Punkte) und [a,] die ,,Kante- 
Punkt“ Inzidenzmatrix von /.. (a; —1, 1 oder 0, je nachdem die Kante 


x; von X; auslauft, in X; einlauft oder x; zu X; nicht inzident ist. Jede Kante 


ee 


erent e 


soll genau zu zwei Punkten inzident sein.) Betrachten wir den Graphen als 


eindimensionalen Komplex, so kann man eine zu M gehorige Kette f-—[u,,..., Us] 
mit der eindimensionalen Kette w,x,+----+u,,x, des Komplexes identifizieren. 
ee Pang verstehen wir unter einem Zyklus eine Kette f mit der 


Eigenschaft > 1 Qf (Xi): —0(j—1,..., m); unter einem (gerichteten) Aveis einen 


Zyklus f, een Kanten zyklisch so geordnet werden kénnen, dafi je zwei 
benachbarte Kanter zu einem, je zwei nicht benachbarte Kanten dagegen zu 
keinem gemeinsamen Punkt inzident sind. (Wir sagen, dafi cine Kette f eine 
Kante x enthdlt, oder dali x eine Kante von f ist, wenn f(x) #0 ist.) Ist der 


238 T. GALLAI 


Kreis k positiv, so kann man sagen, daf die ,Richtung“ von k auf jeder 
Kante x von & mit der Richtung von x zusammenfallt. 

Die Gruppe sadmtlicher Zyklen von /” werden wir mit Z, die vollstan- 
dige Kettengruppe von 7’ mit V bezeichnen. Man kann nun leicht zeigen, 
daf die Gruppe Z regular ist, und daB die einfachen Ketten von Z mit den 
Kreisen. von /’ zusammenfallen ([{14], Satze (2.4) und (2.5)). Die Regularitat 
der Gruppe V haben wir schon friiher erwahnt. Dazu wollen wir noch hin- 
zufiigen, dafi die einfachen Ketten von V mit den beliebig gerichteten ,,Kanten“ 
von J, d.h. mit den ,Ketten* + x,,..., 1 Xs 10GmuSsch sid: 

Wir erwadhnen zuerst zwei Anwendungen des Satzes (4.2). Nehmen 
wir in (4.2) fiir F die Gruppe Z, fiir G die Gruppe V, so kann man leicht 
verifizieren, daB wir den Satz (2.1.6), d. h. den ersten Hauptsatz der Arbeit 
[7] bekommen. Setzt man dann in (4. 2) fiir F die Gruppe V, fiir G die Gruppe 
Z, so bekommt man den zweiten Hauptsatz, Satz (2. 1. 7) von [7]. In [7] haben 
wir die Satze (2.1.6) und (2.1.7) separiert und mit rein graphentheoreti- 
schen Methoden behandelt. Wir bemerken noch, dah [7] zahlreiche Anwen- 
dungen der Satze (2.1.6) und (2.1.7) enthalt (s. die Einleitung der vor- 
liegenden Arbeit). 

(5.2) Um eine Anwendung des Satzes (2.2) zu zeigen,ziehen wir erst 
in Betracht, dafi wenn g ein positiver Zyklus von J” ist und 0 |g\|=1 
besteht, so bedeuten die in Z einfachen Ketten k,,...,k; der nach (1.5) 
existierenden Darstellung g—k,+---+; solche positive Kreise, die paar- 
weise keine gemeinsamen Kanten enthalten. 

Wendet man nun den Satz (2.2) auf einen positiven Zyklus an, so 
gelangt man zum folgenden Satz: 


(5.3) Satz. Besitzt der positive Zyklus f+-0 des gerichteten Graphen 
I’ den maximalen Koeffizienten «, so ist f—=g,+++++8,, wo jedes g; die 
Summe positiver, paarweise keine gemeinsamen Kanten enthaltender Kreise ist. 


(5. 4) Es sei 
1x 
=> > lavf(x)]. 
a4 | 


Ist f ein Zyklus, so ist e; ganz. Ist eo; 0, so werden wir sagen, daf X; ein 
Punkt von f ist, sowie daB der Punkt X; in f die Multiplizitdt 0; besitzt. 

Wir konstruieren jetzt, nach einem Verfahren von ForD und FULKERSON 
((5], S. 212; [7], S. 414), aus dem Graphen 7’ den neuen Graphen J” fol- 
gendermafien: Wir zerspalten einen jeden Punkt X; von /° in zwei Punkte 
X; und X; und fiigen die in X; einlaufenden Kanten zu X;, die von X; 
auslaufenden zu X;; ferner verbinden wir X; mit X,' durch eine neue, aus 
X; nach X; laufende Kante y;. Jeder positive Kreis von I” enthalt nebst einem 
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Punkte X; (bzw. X;) aucli den Punkt X* (bzw. X;) und die Kante y,. Dies 
ermOglicht uns, zwischen den positiven Kreisen von I und J” eine sich natiir- 
licherweise ergebende ein-eindeutige Zuordnung zu definieren. Da zwei 
positive Kreise von /”, die keine gemeinsamen Kanten enthalten, auch keine 
gemeinsamen Punkte enthalten kénnen, entsprechen bei unserer Zuordnung 
sqichen Kreisen von /” zwei positive Kreise von 1’, die keine gemeinsamen 
Punkte enthalten. 

Betrachten wir nun einen beliebigen, von der Zerokette verschiedenen 
positiven Zyklus f von /. Wir definieren aus f die folgende zu J” gehorige 
Kette f’: Es sei f’(x)=/(x) fiir x€M und f’(y)=o; (j=1,...,m). Man 
kann jetzt leicht einsehen, dafi f’ ein positiver Zyklus von /” ist, sowie dah 
der groéBte Koeffizient von f’ gleich der gréBten Multiplizitat der Punkte in 
f ist. Nach diesen folgt aber dann aus (5.3) einfach der folgende Satz: 


(5.5) Satz. Es sei I’ ein gerichteter Graph und f ein von der Zerokette 
verschiedener positiver Zyklus von I’. Ist die maximale Multiplizitdt der Punkte 
in f gleich v, so ist: f=g,+---+g,, wo jedes g; eine Summe_ positiver, 
paarweise keine gemeinsamen Punkte enthaltender Kreise ist. 

Um eine Anwendung des Satzes (5.5) zu zeigen, sei def gerichtete 
Graph /° reguldr, d. h. es gebe eine feste Zahl /(=1) derart, daB fiir jeden 
Punkt die Anzahl der auslaufenden Kanten sowie die Anzahl der einlaufen- 
den Kanten gleich / sind. In diesem Falle ist die Kette f—1 ein positiver 
Zyklus. Wendet man nun den Satz (5.5) auf diesen Zyklus f an, so bekommt 
man den folgenden Satz von ORE ({12], Satz 2.3. 3.): 

Jeder gerichtete, reguldre Graph zerfallt in 1-Faktoren. 

Unter einem 1-Faktor eines gerichteten Graphen versteht man einen 
positiven Zyklus, der jeden Punkt des Graphen mit der Multiplizitat 1  ent- 


halt. | 
(Eingegangen am 2. Marz 1959.) 
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BALKING IN THE QUEUEING SYSTEM GI/M/1 


By 
P. D. FINCH (London) 
(Presented by A. Rényi) 


§ 1. Introduction 


Consider a single server queueing system in which customers arrive at 
the instants v1, tz,...,,,... . Suppose that there is a waiting room which 
will hold N customers only. If a customer arrives to find the server idle he 
commences service immediately, if he arrives to find N-+-1 customers before 
him he departs never to return. If a customer arrives to find n+1 custo- 
mers in the system n=O, 1,..., N—1, then he may or may not join the 
queue depending upon the size of the waiting line in a manner described 
below (equation (1)). 

The system will be said to be in state E, (k=O, 1,..., N-+1) if there 
are k customers present. Define a random variable »,(t) as follows: 7,(t)—k 
m0, 1,....N+1) if at. time ¢ the system is in the state E,. Let 
Wn = 7(Tr—O). Let there be given a non-increasing sequence {6,,} (m= 
= 0, 1, 2,...) of non-negative real numbers with 6,==1. The sequence {6,,} 
will be called the balking sequence. Let there be given a sequence {7,} 
{n= 1, 2,...) of random variables. It is supposed that the random variablés 
yY. are independently and identically distributed and assume positive integral 
values only. The process {7,} will be called the balking process and is in- 
dependent of the input process {7,}. 

The customer who arrives at +, will join the queue if and only if the 
following inequality is satisfied: 


(1) Tn = min (N, 7x): 

We suppose that the balking sequence and the balking process are related 
by the following equation- 

(2) ee hice nm) | (m0 1... 


Thus 6,,—=P(7(t, +0) = 4 (v,—0) +1] (7, —0) =m) (m=0,1,..., N) and 
is the probability that a customer who arrives to find m customers before 
him joins the queue. If a customer does not join the queue, then he departs 


never to return. 
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We make the following assumptions : 

(a) The instants tT, form a sequence of recurrent events, that is the 
intervalS Tasi—Ta (n= 1, 2,...) are identically and independently distributed 
random variables. Let A(x) be their common distribution function. 

We suppose that 


| xdA@)=E@< ~~. 

We write a(s) for the Laplace transform : 
(3) a(s)— | ed A(x). 

(b) Let s, be the service time of the customer who arrives at ty. It is 
supposed that the s, are independent random variables which are indepen- 
dent of the process {Tn}- 

Write B(x) =P(s, = x| (t+ 0) = 7(tm—O)+ 1). We suppose that 

B \ 0 i x <u, 
=) em if 


Let P,—=lim P(™n =k) (kK=0,1,...,N+1). The limiting distribution 
exists and is independent of the initial distribution of 71. We derive an ex- 
pression for P,. Let Pi lim P(7(t) =k) (kK=0, 1, ..., N+1). The limiting 

t+>o 


distribution Pf exists when the distribution A(x) is not a lattice distribution 
and is independent of the distribution for (0). We derive an expression for 
P*. We remark that the case of a Poisson input process and N= oe was 
treated by HaiGHT [2]. The case bn = 1 (m=0,1,...,N) and many servers 
has been treated by Takacs [4]. 


§ 2. The determination of the limiting distribution P; 


Let p; ({=0,1,2,...) be defined by equation (4): 


@ 


ieee Cs 
es im d A(x). 


(4) re hae 


QO 


Let p(2) = 2 Pi2’, then from (3) and (4) 
jh 


pz) — | ent-9rd A(x) =a(u(1—2)). 
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Let {3} (j=0,1,...) be a sequence of non-negative real numbers with 
T=ae 
Let a sequence {q;} (j=0,1,...) be defined as follows: Place 
q@)—= Sz and G3@™— Dade 


The {q;} are defined by equation (5): 


(5) g(2)— |S) 55.0), gu— 


The q; satisfy the following recurrence relation: 


(6) Qe = Do PrviQusi >> (Prt — Pr) Br-rQr-r + ae (Ka=0015 2562): 
The q, can be obtained successively from (6) or by differentiation of (5), for 
example qi = (1—Ppv)/ poi, gz = 1—pu— Pi i— (1 — pv) PU I— 1) Pi ete. 
THEOREM 1. The limiting distribution P,—=\im P(7,,—k) (k=O0,1,... 

., N+1) exists and is independent of the HaHa Mate. We have 


N+1 


(7) Pr= quits] 05 Ch 019 SONS): 
j= 


Proor. The sequence of random variables 7, (n= 1, 2,3,...) forms a 
finite Markov chain with transition probabilites 


P (ting = | Yn =f) = 7, 


where 

(8) I; x = 0;p;,x +(1—8;)) pj-1,x C=O Ae NG ke 0.1, 2,5 ced) 
JUN+1, k == Pn i 

and 

0 if /+1—k<0O, 

(9) Dir= fem “| (fe dAG) pi a, if j+1—k=0. 


It is easy to see that the Markov chain is ergodic and hence the limiting 
distribution P, exists and is independent of the initial distribution for m. 
_ The P, (k=0,1,..., N+1) are uniquely determined by the system of 
linear equations (10): 

P= D, 5,2P; (Kae, tarsi ats 


10) wit 
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Write 0. — Pyii-r (k=0, Lr N+ 1) and By = Ons1-% (k= ifs a ages N+ 1) 
Substitution in the system of equations (10) from equations (8) and (9) gives 


k-1 k 
(11) Qx = PoPr+1 Qt + 2 (Pri—Pr) Ber Quer ts 2, Pr Qk-r (k=0, L,-; N), 


The frist N-- 1 equations of (11) can be solved recursively to give Qi, Qo,.-- 
..+ Qvii in terms of Qo. It follows from (6) that Q,— Ag. where A(= Po) 
is a constant which can be determined from the last of equations (10). This 
proves equation (7). Note that in (6) the & for k>N-+1 can be chosen 
arbitrarily subject only to the convergence of the infinite series q-@(z), thus 
in Example 1 below we take 6,1 for k>N-+1. 


EXAMPLE 1. Suppose that balking is deterministic, that is bo) = 0: =-*- 
..» = by=—1. In this case zq-8(z)=9(2)—! and equation (5) reduces to 


_ (l—2)a(u(i—2))_ 
I1@=—~aqd—z)—z 


The solution is then that obtained by TaxAcs [4]. 


EXAMPLE 2. Suppose that the input process is Poisson, that is @A(x) = 
—Je-*dx for x=0. Then a(s)=4/(A+s) and equation (5) reduces to 


q(2)= eB) 
where 9—A/u is the traffic intensity. Equating coefficients of z* fol 
k=O, 1,...,N we find that : 

Ox = O Pea Qey (k=0, Lae 
Thus we have from (7) 


Py = O* Dy-1 Ox-2 .«- bi, b0Po 


and 


N+1 1 


P= >. 0* By-1 Dk-2 .»» 0156 


k—0 
This corresponds to the solution of HAIGHT [2]. 
EXAMPLE 3. Suppose that the input process is an Erlang Es: proces: 


that is d@A(x) = @2xe-* dx for x 20. Then a(s)= 22/(A +s) and equation (¢ 
reduces to 


(20+ 1—z)q(z) = 09-8(2) 


where 0 =A/u. By equating coefficients of powers of z on each side of th 


BALKING IN THE QUEUEING SYSTEM GI, M/1 245 


equation we obtain a second order linear difference equation of the follow- 
ing form: 
07101 = (20+ 1)q, 
O° Gri Pro == (20+ 1)Q-—@r-1 (r=1). 
If we write 6, tr @ 3,/(20 = 1), C= 6,.0,-1 a 414; (r = 1), Uy = Qo, these 


equations become 
Ury1 = Uy — Fy Uy Gy 


uy = Uo 
where J, —= 3,(0/(20 + 1)). 
These equations can be written in matrix form as follows: 


(ipa; U,| == [U,, Uri] els : | (r= 1): 


ftha' ae 1 | 
—h 0 —3, 0] ° 
In order to obtain a closed formula for the probabilities P, it is simpler, 


however, to proceed as follows: 
Write += u,/u,-1 (r 21), then we have 


Hence we have 


ar 
[i41, U-] = [Uo, Uo] o eh | 


tw = 1-2 (P21) and m=—1 


and rv, can be represented by a continued fraction, that is 


spat Fro Sy Sy 
oh Esp ES | ai 


ll 


Using (7) and the expression above for u,, v,,4-. we have finally 


. Me 
ora! 0° ees wad al (Kae 1 2 aad dal) 


P2o+ 1S FWy-1Wi-oe+* Wi Wo 
Mil y 9 k zi 
aD > Mae | By-1 Ox-2 +++ 1 ‘a 
ae i rs 120 L\ Wye: Wr-2°°* Wi Wo. 
where : 
Diet eee OP 2 Pn ON (hes071 Neat) 
1I— I1— 1— 1 
Wy => 1 

and 


os 
o=(9/(20+1)). 
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§ 3. The determination of the limiting distribution Pi 


We prove the following theorem: 
THEOREM 2. Jf A(x) is not a lattice distribution, then the limiting 
distribution lim P(n()=k)=Pi (k=0,1,2,..., N+ 1) exists and is 
t>+o 
independent of the initial state. We have 


a 
B= laws oe UEP 


n=0 


(12) ial 
Ph = <7 Ov-1 Po (k=1,2,...,N+1). 


In order to prove the theorem we need three lemmas. 


Lemma 1. Let M,(t) be the expectation of the number of instants Tp 
occurring in the time interval (0,t] at which 7,—k (k=0,1,.--,N+U 
If Jw <1 and A(x) is not a lattice distribution, then for all h>O we have 


M.(t+h)—Mi() __ jp, 
Q : 


lim 


t+o 


The proof of this lemma is based upon a theorem of BLACKWELL [1] 
and is given in TaKAcs [3]. 


LEMMA 2. Let L(t) be the expectation of the number of transitions 
Ex — Exsi (k=0,1,..., N) occurring in the time interval (0, t]. If A(x) is not 
a lattice distribution and if 4/u<1, then for all h>O we have 
(13) lim Bi DN) 21 Pe 


This lemma is a direct consequence of Lemma 1 since we have ob- 
viously 
L).(t) = 6. Mi (0) (hiss O10 aN 


From (13) it follows that jim L,(t)/t (k=0,1,...,.N) exists and is given by 


(14) lim —ty-4 5 2b, Pr. 
LEMMA 3. Let N,(t) be the expectation of the number of transitions 
Ex — Ex-1 (k= 1, 2,3,..., N+1) in the time interval (0, t]. We have 
(15) Ni(t) =e P{a,(t) =f}. 
For we have evidently ® 
N, (t+ dt) = N,(t) + P(V() = k)udt+ OOP). 
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In order to prove Theorem 2 we note that 
(16) Nit) == Li.-1(8) + é(¢) 
where |e(¢)| = 1 since the difference of the number of transitions E,_;— E, 
and £;,—» £,.; occurring in the time interval (0,f] is at most one. Since 
fe(t)| =1, lim é(t)/t exists and equals 0. Thus from (14) and (16) lim N,(t)/t 

> oO to 
exists and is given by 
dV 

(17) tim MH) — 25,17, 1 (eee 2,0.4,0V 11): 


t+o 


From (17) it follows that 
lim Ni(t) = 46y-1 Pres 
t+o 
and hence from (15) that Pi—limP(j()}—-’) (k=0,1,...,N+1) exist 
t>o 


and are given by the expressions (12). 
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LEOPOLD FEJER 
1880— 1959 


Not even four years passed since the death of FREDERICK RIESZ and 
nother great loss hit the Redaction of the Acta Mathematica Academiae Sci- 
ntiarum Hungaricae, our Academy and the whole Hungarian mathematical 
fe. LEOPOLD FEJER, professor at the University Eétvés Lorand, honorary 
hairman, doctor honoris causa and member of several Academies, Universities 
nd mathematical societies in Hungary and abroad, passed away on 15 Oc- 
ober 1959 after long illness. One of the most significant analysts of our age 
ent with him to the grave. His papers on the theory of trigonometrical 
eries earned him a world-wide recognition already in his early twenties and 
ansformed the whole theory. But the effect of these ideas of him, developed 
ther by Hurwitz, LEBESGUE, HARDY, FATOU and others, was not confined 
) this theory. This is testified e. g. by the theory of almost periodical func- 
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tions due to H. BOHR as well as by the constructive function theory and by 
developments of the analytical number theory in the last thirty years by 
LANDAU and others. His parametrical representation of non-negative trigono- 
metrical polynomials became essential among others in such a seemingly far 
lying subject as the theory of the polynomials orthogonal on a circle with 
respect to a general weight function, due to G. SzeGo. His proof for the fun- 
damental theorem of conformal mapping (found in collaboration with F. Riesz) 
can hardly be superseded in elegance and had been extended to more general 
domains by various authors. This list could have been continued. 

A particular flavour of his papers arises from their artistically clear and 
jucid exposition, without.any haste, and from their proofs, polished to the 
utmost simplicity. This style reflects his artistical mentality. All these and 
moreover his attractive personality created a school, perhaps the first mathe- 
matical school in Hungary. A lot of his pupils were holding and are holding 
university-chairs in Hungary as well as in parts of the world. 

He has been born on 9 February 1880 in Pécs. He studied at the Uni- 
versity of Budapest, spending some time in Berlin, Géttingen and Paris; took 
his doctor-degree in 1902 and became privat-dozent in 1905 at the Univer- 
sity of Kolozsvar. He was invited in 1911 to a professorship at the Univer- 
sity of Budapest which position he retained until his death. He received in- 
vitations to chairs of many universities abroad but he declined all, even in 
the times when the danger of fascism became more and more imminent; he 
clung to his motherland, to his culture, not in his words, but in his feelings 
and deeds. To his motherland to whose soil he returned now and which 
records him as one of her greatest sons. 


BEITRAGE ZUR THEORIE 
DER GEOMETRISCHEN OBJEKTE. VII 


KOVARIANTE ABLEITUNGEN IM EINDIMENSIONALEN RAUME, 
BEI DENEN DIE KOMPONENTENZAHL DES HILFOBJEKTES 
MIT DER DES OBJEKTES ODER DIE KLASSENZAHL DER KOVARIANTEN 
ABLEITUNG MIT DER DES OBJEKTES NICHT UBEREINSTIMMT 


Von 
J. ACZEL (Debrecen) 
(Vorgelegt von O. VarGa) 


§ 1. Ein allgemeines Prinzip. In der Arbeit V dieser Serie’! haben 
wir im eindimensionalen Raume vorerst die kovarianten Ableitungen mit einer 
Komponente von Objekten mit einer Komponente bestimmt, die mit Dichten 
oder mit dem Objekte des affinen Zusammenhanges Aquivalent sind, wobei 
Jas Hilfsobjekt von einer um eins hdherer Klasse ebenfalls nur eine Komponente 
besa}. Weiter haben wir ebenfalls im eindimensionalen Raume die kovarianten 
Ableitungen mit mehreren Komponenten von Objekten mit mehreren Kompo- 
1enten bestimmt, die mit Objekten aquivalent sind, die in Objekte von einer 
<omponente zerfallen, wobei auch das Hilfsobjekt mehrere Komponenten besaf. 
in beiden Fallen forderten wir, dai die kovariante Ableitung von derselben 
Klasse sei wie das Objekt. — Insbesondere wurde bewiesen, dafi die mit 
jem Objekte des affinen Zusammenhanges 4dquivalenten eindimensionalen 
Jbjekte mit einer Komponente bei dem allgemeinen Gruppoid der Koordinaten- 
ransformationen keine kovariante Ableitung zulassen, die ebenfalls mit dem 
Mbjekte des affinen Zusammenhanges dquivalent ware, falls auch das Hilfs- 
ybjekt von einer Komponente (mit dem Objekte des projektiven Zusammen- 
langes dquivalent) ist. 

Herr A. NENHUIS hat brieflich die Frage beziiglich der kovarianten 
\bleitungen von diesen Objekten mit einer Komponente von zweiter Klasse 
ufgeworfen, wo a) das Hilfsobjekt mehr als eine Komponente besitzt (oder, 
vas auf dasselbe hinausgeht, mehrere Hilfsobjekte verwendet werden), oder 
») die kovariante Ableitung selbst nicht mehr von zweiter, sondern von erster 


yder von dritter Klasse ist. — In der vorliegenden Arbeit wollen wir allge- 
neiner die kovarianten Ableitungen 
1) Dx = F(x, x’, y) 


1 Acta Math. Acad. Sci. Hung., 8 (1957), S. 53—64. Wir verwenden z. T. die Bezeich- 
uungen dieser Arbeit. 


1* 
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von eindimensionalen Objekten x mittels Hilfsobjekten y bestimmen (die fetten 
Buchstaben sind Sammelsymbole fiir alle Komponenten eines Objektes mit 
mehreren Komponenten), wo 


Mra dx; | 


(2) Kes Vqel meade (ize 1 Ap nniout) 


(& die Koordinate des eindimensionalen Raumes) ist, die Gestalt der Funktion 
F invariant gegeniiber Koordinatentransformationen ist und y von einer um eins 
hoherer Klasse als x ist, dagegen die Komponentenzahl von x, y und Dx 
sowie die Klassenzahl von x und Dx verschieden sein kann. — Wir beschranken 
uns, wie in V, auf Objekte mit mehreren Komponenten, die mit Objekten 
aquivalent sind, die in Skalare, gewohnliche Dichten und Objekte des affinen 
und des projektiven Zusammenhanges zerfallen bzw. auf Objekte mit einer 
Komponente, die mit gew6hnlichen oder mit Weylschen Dichten oder mit 
Objekten des affinen oder des projektiven Zusammenhanges aquivalent sind. 
Unter gewissen Bedingungen sind diese die allgemeinsten eindimensionalen 
Objekte von héchstens dritter Klasse.” 

Vorerst sprechen wir ein allgemeines Prinzip beziiglich kovarianter Ab- 
leitungen von 4quivalenten Objekten aus, womit sich die Satze und Beweise 
von V und auch die der vorliegenden Arbeit vereinfachen lassen. — Wie 
bekannt, nennen wir die Objekte x und z dquivalent, falls es eine vom Koor- 
dinatensystem unabhangige Funktion g mit einer eindeutigen Inversen h gibi 
derart, daB 

z= g(x), x=h(z) 


ist. Falls sich z bei der Koordinatentransformation £— @(§) laut der Trans- 
formationsformel 


(3) z= »(z, T) 


transformiert, wo 7 ein Sammelsymbol fiir die von der Koordinatentransfor- 
mation abhangenden Parameter ist (z. B. T—=(e1, @2, a,}—= {g' (Eo), ” (Eo), p” (So). 
bei eindimensionalen differentialgeometrischen Objekten dritter Klasse), so wirt 
x mittels 


(4) x= h{y[g(x), 7]; 
transformiert. Aus (3) folgt 
TE Fame fk at ee 
5 z= 2 — (2) 2 —(—| foe, Te +a : 
(5) dé F: wr (-) [a,.p(z, T)z' + aop(z, T)T | 


2 Vgl. die Arbeiten Il, IV und VI dieser Serie (Acta Math. Acad. Sci. Hung., 7 (1956 
S. 339—354, 8 (1957), S. 19—52, 10 (1959), S. 1—12). 
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dT;\. 


sz, T) = era und 4,9(z, 7) = oe sind Matrizen, 7’ = gets bi= 


aT; 
me 1,2,...,U; k=1,2,...,v), aus (4) dagegen 
a Lead 1 ; 
x= (7 |S —(2) -bivle0o, 71 elec, Tle ex + 


(6) a iia. 
+ d.9[g(x), TIT’). 


7 


Pe es , 08i F ; ; : Pe 
Hier ist g (x) = | 224 wieder eine Matrix, die Multiplikation von Matrizen 
ey 


wird schlechthin durch Nebeneinanderschreiben bezeichnet. Wir benutzen auch 
das Sammelsymbol 


rs 
o-(! | (u Zeilen) 
tT 
und die direkten Summen und Produkte 


pa Ve Xi Vi 
Payee || ele: c} 
Xu Vu Xu Vu 


ae 7, "Sy TV 
Xty=] i fa]: l= : 
if ed ay ae 4, 


Bei der Gewinnung von (5) und (6) haben wir davon Gebrauch gemacht, 
daB die tiblichen Derivationsregeln auch fiir Vektor-Vektorfunktionen giiltig 
bleiben. - 

Wenn nun auch das Hilfsobjekt y einem Objekte w mit der Transfor- 
mationsformel 


(7) w= x(w, S) 


Aquivalent ist: 


so lautet die Transformationsformel von y folgenderweise : 

8) y—UIk(y), S}. | 

Setzen wir endlich auch voraus, daf die kovariante Ableitung Dx selbst mit 
ainem Objekte Z Aquivalent ist: 

9) Z=G(Dx), Dx=H(2), 

jas der Transformationsformel 

10) Z—wW(Z, R) 
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geniigt, so wird Dx laut 
(11) Dx — H{w[G(Dx), R]} 
transformiert. 

Wir beweisen, dai Z— Dz eine kovariante Ableitung von z mit dem 
Hilfsobjekt w ist. Aus (1) folgt namlich, da die Gestalt von F laut Voraus- 
setzung invariant gegeniiber Koordinatentransformationen ist, 

Dx — F(x, x’, y), 
oder wegen (1), (4), (6), (8) und (11) 
| H(w{G[F(x, x’, y)], R})- - Flhiv[g@x), 7], 
1 : ; : : 
(12) { --} Eh dwg 60, TH (ple Qo. T]g'C)x + o-¥[8Q0, TIT), 
| Li ztk(y), SI]. 
Fiihren wir hier 


z= g(x), x=h(z), w=-k(y), y= {(w) 
sowie 
Z == 9'(X)X} 0X ==h(z)z 


ein und cefinieren die neue Funktion 
(13) K(z, z’, w) — G(Fih(z), h’(z)z’, l(w)!) — G[F(x, x’, y)], 


so geht (12) in 

W(K(z, z, w), R| 
(14) \ es ; { 
K ) (z, r),| : |. [ua(z, 7)z + o.4(z, T)T |, z(w, SY 


l 

a 

iiber. Aus (13) folgt aber wegen (1) und (9) 

(15) Z = G(Dx)= G[F(x,x fy)| = KG, Zz, w), 


so dali Z tatsdchlich eine Funktion von z, z’ und w ist. K ist aber aucl 
invariant gegeniiber Koordinatentransformationen, da aus (14) mit (3), (5), (7) 
(10) und (15) 


Lee Kaw) 


folgt. So ist es rechtmabig, Z als kovariante Ableitung von z mit dem Hilfs 
objekt w zu betrachten, und 


Le (DZ Kz we 


zu schreiben. Dies ergibt das folgende allgemeine 
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PRINZIP. [st 
Z—Dz=K(z, z’, w) 
tie allgemeine kovariante Ableitung mit einer gegebenen Transformations- 


formel des Objektes z mit dem Hilfsobjekt w, und sind x bzw. y mit z bzw. 
WwW dquivalent : 


16) z= g(x), x=h(z), w=k(y), y=—l(w), 
so ist 
17) Dx — F(x, x’, y) = H{K[g(x), g’(x)x’, k(y)]} 


— wo H eine beliebige eindeutig umkehrbare Funktion ist — die allgemeinste 
kovariante Ableitung von x mit dem Hilfsobjekt y, die mit Z dquivalent ist. 


Wir bemerken, daB dieses Prinzip mutatis mutandis auch fiir mehr- 
dimensionale Objekte sowie auch fiir Algebren von Objekten (Funktionen 
mehrerer geometrischen Objekte, die auch selbst geometrische Objekte sind) 
und auch fiir geometrische Komitanten und Differentialkomitanten (solche Funk- 
fionen von geometrischen Objekten und ihrer Ableitungen, die auch selbst 
geometrische Objekte sind) giiltig bleibt, soda man auch diese Fragen ,,von 
Aquivalenz abgesehen” behandeln kann. Dies erméglicht, daf man unter den 
iquivalenten Objekten die mit den einfachsten, z. B. linearen Transformations- 
ormein als Gegenstand dieser Untersuchungen wahle und dann die Ergebnisse 
durch dieses Prinzip auf alle aquivalenten Objekte iibertrage. 

Durch Anwendung dieses Prinzipes lassen sich die Ergebnisse von V 
— etwas erganzt — folgenderweise kurz fassen: 


Satz 1. Die allgemeinste kovariante Ableitung Z der gewohnlichen Dichte 
z mit der Transformationsformel 


18) 2=20; 
nit einem Objekte w des affinen Zusammenhanges als Hilfsobjekt: 
19) v= 
vo Z eine gewohnliche bzw. Weylsche Dichte ist: 
P= Ze. wel Ze, 
tat die Gestalt 
Z—=Dz=K(z,z,w)=2f(2—zw) 


ZW. 
Z=Dz=KkK(z,2,w)= |z|f(2’—2w). 


256 J. ACZEL 


Die allgemeinste kovariante Ableitung Z der Weylschen Dichte z mit der 
Transformationsformel 
und mit einem nach (19) transformierten Hilfsobjekt w, wo Z wieder eine 
gewohnliche bzw. Weylsche Dichte ist, hat die Gestalt’ 


Z=Dz=K(z, 2, W) = Zfeg:(|2’ —zw]}) (2 —zw) 
bzw. 
Z = Dz= K(z, 2, W) = |2Z| fog:(|2 —2|).- 


Die Objekte z des affinen Zusammenhanges mit der Transformations- 
formel 


(21) Pane 


Qi a 
und mit einem Objekte w des projektiven Zusammenhanges als Hilfsobjekt 


w Sa, ee 


(22) sas a Lean ay a 


haben bei dem allgemeinen Koordinatentransformationsgruppoid keine kovari- 
ante Ableitung, die ein Objekt des affinen Zusammenhanges ist, wdhrend bei 
dem Untergruppoid «,>0 die allgemeinste solche kovariante Ableitung 


| > 
22 D2= Kean w—ztee|/y+ye—w 


le-Viz) fiir z<0, 
c, und c_ sind Konstanten 


ke Vjzi = \C+ \2| fir <0 


ist. 
Fiir die Objekte erster Klasse mit der Transformationsformel 
1G 9*s Zo ; 
(23) Z -2.(' ' [z=[,"], #0] 
y 1. 


Q\ 


ist bei Benutzung von einem Hilfsobjekt mit der Transformationsformel 


(24) we we }+(Or) 


-2 
Q@) Q2, 
Q@ 


3 §. 58, Z. 6 loc. cit. lautet richtig: 
Dx= Hi g0) Fog yl 8) x’ —ODK()|] le’ DX — DK}. 
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die kovariante Ableitung Z mit Transformationsformel 


Ps Lee 
(25) Z=Z: } 
\ 1 
immer von der Gestalt 
r : “Wo 
Z—Da—K(2,w)—¥|(”),(2),[¥]| 
1 Wo 
Cate (21). (O)u-1 
— (1) 420, 27(' ')4-2.({ ) '), wo, 24} 
ed \ Ast , \ —We Al 


(Bei u=1 fehlen (1)u-1, Zo, Z6, (21)u-1, (O)u-1, bei ui =1 fehlt (1),,-1, bei us == 2 
] Ug-2 

fehlen (1)u,2, Wo, bei u,=1 fehlen be |, (0).,-1, Wo, Wi, ~* in diesen 
1 1 


Formein.) 
Fiir die Objekte zweiter Klasse mit der Transformationsformel 


(1).- 2 ). 4 Zy 
(26) == Fe [« Jal ] [--(} 40} 
a ae a 22 


ist bei u>1 und bei Verwendung eines Hilfsobjektes mit der Transformations- 
formel 


eg oe 3) (O)u. to-2 
= a a fe 
(27) w=w ft - : Fa 
2 Gy a— — & ho 
. \ @y \ 2 
die kovariante Ableitung Z mit der Transformationsformel 
; re ().,-2 Oj 
(28) Z=Zfa |+(\ | 
a ae 
immer von der Gestalt 
Zy / a Wo 
0 
O Myo 
Z=Dz=K(z,z,w)=K =). (=) i -(© ‘4 
y 22 Ee2, 
- W3 
] : (0)..-2 : 
(I)u-2 {ERs | eee f 
+ 21 of Diy5 Le ] + 1 : » Wo, = 21(W2— 20) P 
a | 2 4 2 1 
21 21 2 cE a—ws| 
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(Bei u~=2 fehlen (1).-2, Zo, Zi, (21), -2, (O)u-2, bei u, == 2 fehlt (1), 2, bef ui = 1 
fehlen [we 4b (O)gets ie a bei us 3 fehlen (1)u,-3, Wo, bei Uz 2 fehlen 
«| : ra 


(Gar 3B f 
ies) oot a (0)... 2 
is }, ©). 2, Woy Wis und bei ty -1 fehlen ald 1 Ws 


(ca) 


. Wp, Wi, We, 


at ,21(Wy— 2) in diesen Formetn.) 
Fal 

In allen diesen Formeln sind die Funktionen f, * ganz beliebig. — Mit 
u. i; bz. Uy wurden die Komponentenzahlen des Objektes, der kovarianten 
Ableitung bzw. des Hilfsobjektes bezeichnet. 

Ist x bzw. y mit z bzw. w laut (16) Gquivalent, so ist (17) die allge- 
meinste mit Z dguivalente kovariante Ableitung von x mit y als Hilfsobjekt. 


Hier sind also schon Falle enthalten, wo die Komponentenzahl von 
Objekt, Hilfsobjekt und kovarianter Ableitung verschieden sind, aber Objekte 
zweiter Klasse von einer Komponente wurden bisher nicht mit Hilfsobjekten 
von mehreren Komponenten kombiniert. 


§ 2. Kovariante Ableitungen von Objekten zweiter Klasse mit 
einer Komponente bei Hilfsobjekten mit einer oder mehreren Kom- 
ponenten. Wir wollen gleich auch unser zweites Problem vor Augen halten, 
deshalb lassen wir zu, daf die kovariante Ableitung Z— Dz selbst ein Objekt 
von erster, zweiter oder dritter Klasse sei und die Transformationsformel 


(29) Z = a(a.)-Z+ b(ai, ce, @s) 
habe, wo 
(30) a(n! b=, 
t| 
oder ° 
(1).,,-2 ( 5 
(31) a- | ( } ba (ees 
1 C2, 
a ’ 
oder 
(1). 3 (0),,-2 
(32) aen| |. BSL eS, 
a , ~8 5 te ee 
«) 3 ao 


ist. 
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Das Objekt z mit einer Komponente bzw. das Hilfsobjekt w mit meh- 
reren Komponenten sollen auch hier die Transformationsformeln 


= e 5 
(Gy 
bzw. 
()u,.-3” (0)..-» Wo 
2 
xs (44 Qa Ww 
(27) W=w-| 1 -|+l Weel lise 
aa =e Pie We 
a 34, ——~—@«, 
(al \ 2 Ws 


haben, wo aber auch u,=3, u,—2 und u,—1 (ebenso wie u, 1, 2, 3) in 
Betracht gezogen werden. Aus (21) folgt (vgl. (5)), dab 


iris ZQo.—a, 2a3 
G a @ 


gilt. 
So: wird die Funktionalgleichung, die durch die Funktion Z = K(z, 2’, w) 
erfiillt sein mu, die folgende sein: 


(33) a(¢,)-K(z, z’, W) + D(a, @, @;) = 
| (us) (O)u.-2 
i oe ME, 7a, @, 20h a Cet, 
—K Ae rt recy ee eam - 3 Br: oe’ Ww: bet xii n> &, 
SO ites: “1 - ee Guth ae ot 
ca 2 


# 


Diese lésen wir im Falle u,>2 durch die Substitution 


; 3 a 
(ia —= LW @, = — 42, ay = FD 1 


Dee 


é 


und erhalten mit 

Wo 
| 
Wo 

.0 


f(t, Wo, W2) =K] 0, ¢, 


die Lésung 
K(z, 2’, w)="'a (me +z2—m), WwW), ww. —2)| —- 


1 


Wi Wy 2, 


(34) aye oy oh 


Pay Sb 


wo fiir 
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—a durch 


ay! 
a| : 
-1 
An 
definiert ist. 
Im Falle u,—=2, w»~z Substituieren wir in (33) 


qc, = Wor—<; = — QZ, == — — Ws, 


§(t)—K lo, t (a) 


K(z, 2’, w) = —a(w,—2)- 


und erhalten mit 


die Lésung 


(35) | (z+iz2—m ) | 
ete oe cata 


(w.—2y 


Da z und w, laut (21) und (27) in gleicher Weise transformiert werden 
sind sie entweder immer oder nie gleich. Ist u.— 2 und zw, oder u.=1 
so setzen wir in die z. B. mit (32) aufgeschriebene Gleichung (33) 


3 @ 
(ty —,2(= — (¢, We), =o my a. — Ws@, 
1 


und erhalten nach Einfiihren der Funktion 


i(t) —K lo, t, (0) 


f(t) — K(0, t, 0) 


bzw. 


die Relation 


(0),,,-2 we z’ +52 
K(z, 2’, w)=| z |. -£|—_—_. |. 


(cal Cc}. 
\ Ws, 2 : 
% (@y 
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Hier ist «, ganz beliebig, so dafi auch ¢,—~1 gewahlit werden kann: 


(0),.,-2 \ 
(36) Kiz2., w-(: }+s{r4 ton). 


W,, 


Wenn wir diese zwei Formeln vergleichen, haben wir fiir 


die Funktionalgleichung 


Lassen wir beliebige ¢,-O zu, so zeigt die Substitution «,——1, daB 
AHS ZOHO 


st. Fiir die iibrigen Komponenten von f erhalten wir, falls beliebige «,-0 
in (33) zugelassen werden, und auch fiir f, und f,, falls nur positive «, zuge- 
lassen werden, durch die Substitution 


Ce | 
ind mit der Bezeichnung 
c+ = f(+1) 
jie Lésung 
(I)u,-3 
ee (c, und c_ sind zwei Kon- 
Ld eae |t|? stanten mit u, Komponenten), 
I2| 
wo c, oder c_ steht je nachdem f=0 ist. — (36) zeigt also, daf die allge- 


neine Lésung der Funktionalgleichung (33) mit (32), falls beliebige «0 
ugelassen sind, 


(1), 8 | 
(0),,,-2 0 
37) Z—D2— Kia zw)=| 3 +c.-|0 
| Ww, 0 OM 
; aa ee Ws! 
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ist, falls aber (33) nur fiir positive vorausgesetzt wird, so 


(1), 3 x 
ee) may oe 
(O).y-2 Gua . 
\ WwW; / 2 
, 1 9 
|< ++2—m)| | 


ist. Werden statt (32) die Falle (31) bzw. (30) genommen, so fehlen in (37) 
und (38) die letzte bzw. die beiden letzten Zeilen. i 

Da in allen diesen Fillen die gewonnenen Lésungen die Funktional- 
gleichung (33) mit (32), (31) bzw. (30) mit beliebigem f tatsachlich immer 
erfiillen, haben wir (mit einer kleinen Erganzung fiir u, = 3, 2, 1) den ; 


Satz 2. Die allgemeinen Lésungen der Funktionalgleichung (33) mit (32) 
bzw. (31) bzw. (30) sind fiir u,>2 die Funktion (34), fiir u,—2, w.#2z die 
Funktion (35), fiir u,—2, w,.=2 und fiir u,—1 die Funktian (37), falls in 
(33) beliebige u,=-0, oder die Funktion (38), falls in (33) nur positive @% 
zugelassen sind, bzw. die aus (37) und (38) durch Weglassen der letzten bzw. 
der beiden letzten Zeilen entspringenden Funktionen. 

Fiir die Objekte zweiter Klasse mit der Transformationsformel (21) bei 
Verwendung eines Hilfsobjextes mit der Transformationsformel (27), ist die 
kovariante Ableitung Z, die der Transformationsformel (29) mit einer der 
Deutungen (30), (31), (32) geniigt, bei u,>2 bzw. u,-— 2, zw, bzw. u,=% 
z- wW, oder u,= 1 immer von der Gestalt 


(39) Z= Dz=K(z,2’, Ww) = AT 


wilz+5 2a) Mo nna] +B 


(bei u,==3 fehit w,) bzw. 


| 
| 
. 


‘se aes 
’ + 72") 
EZ Zz ; 
D K(z, 2’, w) =A-f (ween }+B 
bzw. 
Zaz K(z,w)—eeL (|r + 52m) +B 


c,-L(\t|) flr £>0, 
(ex LO=jo Leh fiir a 


/ 
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mit den Bezeichnungen 


[ (On hes 
as B- ~— und A= hes bzw. 
Me 
(40) 3 i‘ 
ta (1), Da (Oe 
he = = zm, Lif); ; | pder  Lity== | he 
(w,—z)y Ele ad t| 
bei (32), 
(pers 2 (1), 2 
pels | and... A= | bzw., A==| (woz | 
(41) } Wi We—Z 
| (1)u, 2 Clas 
bzw. L(t) =| 8) oder L(t): | pr | 
0 ‘oe 


bei (31), und endlich bei (30) 


\B- (O)., und A= aes bzw. A=: (Iu,-1 sti 
(4 2) \(w.—Z) 
(ei L(t) Feweis oder L(t) = Cae 

(je nachdem das allgemeine Koordinatentransformationsgruppoid oder das Unter- 
gruppoid mit ¢,>O zugelassen ist). Die Funktion f ist ganz beliebig. 


Bei 1 — 3 fehlt in (40) (1).,-s, bei us 2 fehlen in (40) (0)., », | peel 
f 1 yy, 


ane : ae und (ens und in (41) (1).,-2, bei uw; ==1 fehlen in (40) 


(1)u,-3 ‘ (Da-3 (1),,-3 (1g; 3 - ‘ 
Oe iy [ } (con } fo ) und ti | in (41) (O)u,-1, Spits 


Wi W2—2 0 |¢! 
1 Uy -z 1 u,-2 ] a) . 
oa sy und (( si] und in (42) fehit dann (1),,-1- 
Ist x bzw. y mit z bzw. w laut (16) dquivalent, so ist (17) die allge- 
meinste mit Z dguivalente kovariante Ableitung von x mit y als Hilfsobjekt. 
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So sehen wir, daB- im Falle, wo Hilfsobjekte von mehreren Komponen 
ten verwendet werden, auch die eindimensionalen differentialgeometrische 
Objekte mit einer Komponente zweiter Klasse nichttriviale kovariante Ablei 
tungen zulassen. — Insbesondere wird im Falle 4,1, u.—=3 aus (39) und (41) 


Dz=w,'f wi(2-4+4-2-—w, wi(ne—2)| +2 


TO, ee 


Wahlen wir speziell f(t, w) == t— Es w*, so erhalten wir die kovariante Ableitun 


i 


A 


Dz=z+», [2-+2m—w,— > wi]. 


/ 


§ 3. Weitere kovariante Ableitungen, deren Klassenzahl mit der 
des urspriinglichen Objektes nicht iibereinstimmt. Es ist sofort ein- 
leuchtend, daB& es fiir Objekte erster Klasse keine kovarianten Ableitungen gibt, 
die Objekte dritter Klasse sind. Die kovarianten Ableitungen, die Objekte 
zweiter Klasse sind, kann man mit dem gleichen Gedankengang bestimmen 
wie die kovarianten Ableitungen in V, die Objekte erster Klasse sind, und 
man erhalt zu den im Satz 1 (der vorliegenden Arbeit) figurierenden ganz 
analoge Formeln. — Ahnliches gilt auch fiir die kovarianten Ableitungen von 
Objekten zweiter Klasse mit mehreren Komponenten, wo aber jetzt die kova- 
rianten Ableitungen Objekte erster oder dritter Klasse sind. 

Fiir Objekte aweiter Klasse mit einer Komponente (21) bei Verwendung 
von Hilfsobjekten mit einer Komponente (22) haben wir im Satze 2 die kova- 
rianten Ableitungen Z, die Objekte dritter Klasse mit der Transformations- 


formel { 
\ 


— Z2 oo ' 
43 ae pe ee 
i) « 2. Mia er 
sind, schon bestimmt: 
| 
(44) Z= Dz= K(2, Zz, W)= wheel’ + ee, 


Hat Z~—- Dz die Transformationsformel 
(45) Z=Za; 


so haben wir ebenfalls im Satze 2 erhalten, daB z unter dem allgemeinen 
Koordinatentransformationsgruppoid keine nichttriviale kovariante Ableitung 
zulaBt, unter dem Untergruppoid mit ¢,>0 dagegen 


nity 
‘2 


Z= Dz = K(Z, 2’, W) = ca. 


, ] 2 
< Toe ki 
die gesuchte kovariante Ableitung ist. r 
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Wir pflegen aber im Falle, wo Objekt, Hilfsobjekt und kovariante Ab- 
leitung alle Objekte mit einer Komponente sind, auch die Weylschen Dichten 
in unsere Betrachtungen einziehen, so daB wir noch jene kovariante Ablei- 
tungen Z, von Objekten mit der Transformationsformel (21) bei Verwendung 
von Hilfsobjekten mit der Transformationsformel (22) untersuchen wollen, die 
selbst Weylsche Dichten sind. Es wird jetzt zweckmaBig sein, unter den 
Weylschen Dichten, die miteinander alle aquivalent sind, jene mit der Trans- 
formationsformel 


ae 4 
(46) Z—5 
auszuzeichnen. — Fiir diese Z = K(z, 2’, w) besteht offenbar die Funktional- 
gleichung 
K(z, 2’, w) eek Ma 2 dk a a 
4g ip A ie nes ae a’ rs Aone eee 


Durch Einsetzen von 


rer omy, a= 34 wa, und f(t) K(0, ¢, 0) 
erhalten wir 
| Ege Ltd 
(48) Hig, 2; wy; recap ieee E 


wo die rechte Seite wieder von der auf der linken nicht figurierenden Ver- 
anderlichen «, unabhangig sein mub: 


(49) éf{ a) FO. 


Mit ¢,—J/|t}, cx —f(4-1) erhalten wir hieraus 
: f(t) =cs|t| 
als Lésung der Funktionalgleichung (49), so dafi (48) in 


/ ‘ 1 ; 

\ Z+ Dz=K&, Z, we + 2?—w 
(50) . c,|f|, falls f>0 
elt|) fais f<0: 


[eattl— 


iibergeht. Da die Funktion (50) die Gleichung (47) immer erfiillt, ist (50) 
die allgemeinste Lésung der Funktionalgleichung (47). 
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Zusammenfassend haben wir den 


Satz 3. Fiir die Objekte erster Klasse mit der Transformationsformel 
(23) ist bei Benutzung von einem Hilfsobjekt mit der Transformationsformel 
(24) die kovariante Ableitung Z mit der Transformationsformel (28) immer von 
der Gestalt 


2— pe nterin)=[r}a [20 '}loe(Qts 
WE me 5 tae 
+2 (2) 08) 


(Bei u=1 fehlen Zo, (Z1)u-1 und (O)u-1, bei uj==2 fehlt (1).,-2, bet Tr | 
fehlen (O).,-1 und a? bei uv —2 fehlt wo, bei uz—=1 fehlen wo und = 
: 1 ) 1 


in dieser Formel.) 
Fiir die Objekte zweiter Klasse mit der Transformationsformel (26) (u>1) 

und mit Hilfsobjekten (27) ist die kovariante Ableitung Z, die der Transfor- 

mationsformel (29) mit (30) bzw. (32) geniigt, immer von der Gestalt 


(21)u-1 
Z=Dz=K(z,Z', w) = A-f| Z,z-| 1 4- 


2 
. 21 
(0)..-2 
=F oa a i ’ Wo, a 21(W2— 22) + B, 
Aven 
ate: : 
wo 
—_ (Ou, ' a 
a—(@ te B= (0)., 
bzw. 
1 et: \ : 
a a (0),.,-2 
A= i ) Be | 22 
Z1 
=o Ws 
ra 


sind. (Bei u==2 fehlen (O)u.2, Zo, bei uy =3 fehlt (1)u,-3, bei uy = 2 fehlei 
1 ieee . (1)u,-3 
(2 j , (0)..-2, bet wi=1 fehlen (1).,1 und (|: | (eek bei us =! 
= 9 
z : 


fehit Wo, bei u2=1 fehlen wy und ~ in diesen Formetn.) 
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Die allgemeinste kovariante Ableitung Z einer gewohnlichen bzw. Weyl- 
schen Dichte z (18) bzw. (20) mit dem Hilfsobjekt (19), wo Z das Objekt 
des affinen Zusammenhanges ist, hat die Gestalt 


Z=Dz=K(z, 2’, w)=w+ + f(—2w) 


bzw. 
Z=DZ= K(z,2',.W) = w+ + fogs(|2—2w|) (@ —2w). 


Ein Objekt des affinen Zusammenhanges (21) laéBt mit dem Hilfsobjekt 
(22) unter dem allgemeinen Koordinatentransformationsgrupppoid keine kova- 
riante Ableitung zu, die eine gewoéhnliche Dichte ist, sie lapt dagegen die 
kovariante Ableitung (50) zu als allgemeinste, die eine Weylsche Dichte ist mit 
der Transformationsformel (46), und auch die kovariante Ableitung (44) lapt 
sie zu als allgemeinste, die ein Objekt des projektiven Zusammenhanges (43) ist. 

Ist x bzw. y mit z bzw. w laut (16) dquivalent, so ist (17) die allge- 
meinste mit Z dquivalente kovariante Ableitung von x mit y als Hilfsobjekt. 


Wir bemerken, da8 man von der kovarianten Ableitung manchmal auch 
eine gewisse Linearitat (in z und z’) fordert. Es ist leicht zu sehen, welche 
Anderungen diese Forderung in unseren Formeln bereitet (vgl. z. B. das Ende 
des § 2). Wir haben keine solche Forderung gestellt (von K im vornherein 
auch keine Regularitat gefordert), — es ist merkwiirdig, daf sich die kova- 
tianten Ableitungen (44) und (50) trotzdem als im wesentlichen linear ergaben. 


(Eingegangen am 14. Mdrz 1959.) 
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UBER EINE VERALLGEMEINERUNG 
DER TSCHIRNHAUSSCHEN FLACHEN UND KURVEN 


Von 
F. MOLNAR und J. MOLNAR (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


1. Einleitung. Eine 7schirnhaussche Fldche n-ten Grades ist der Ort 
ler Punkte, deren Abstande von n gegebenen Punkten (Brennpunkte) mul- 
ipliziert mit gegebenen reellen Konstanten eine konstante Summe ergeben. 
iegen die Brennpunkte in einer Ebene, so ist der Ort der Punkte in dieser 
=bene eine 7schirnhaussche Kurve n-ten Grades.' 

Es ist leicht einzusehen, dai diese Flachen und Kurven als Spezialfalle 
lie Ellipse, die Hyperbel, das Rotationsellipsoid und das zweischalige Rota- 
ionshyperboloid umfassen. 

Die Eigenschaften der Tschirnhausschen Flachen und Kurven’ wurden 
wusfiihrlich von Gy. Sz.-NAGy behandelt (s. [2], [3], [4]). 

In vorliegender Arbeit untersuchen wir eine Verallgemeinerung der 
[schirnhausschen Flachen und Kurven, wo als Fokalgebilde aufer Punkten 
auch Ebenen und Geraden (in Einzelfallen auch der Rand einer konvexen 
-unktmenge) vorkommen kénnen. Diese verallgemeinerten Flachen bzw. Kur- 
yen, die als Spezialfalle auBer- den Obigen auch die Parabel und weitere 
*Jachen zweiter Ordnung? umfassen, nennen wir 7-Flachen bzw. 7-Kurven. 

Wir werden sehen, dafi die 7-Flachen bzw. 7-Kurven 4hnliche Eigen- 
chaften besitzen wie die Tschirnhausschen Flachen bzw. Kurven. Genauer 
usgedriickt: die Satze beziiglich der unendlich fernen Punkte, der Konvexitat, 
ler Normalen und der sog. ,,Hauptkugel‘ der Tschirnhausschen Flachen und 
<urven lassen sich auf die 7-Flachen und 7-Kurven verallgemeinern. 


2. Definitionen. Es seien im Raume hePunkie, Fyy Faye cag F) (Brenn- 
minkte), m Ebenen 0}, 02,..., On (Fokalebenen) und n. Geraden £1, 22,...,2n 
Fokalgeraden) vorgegeben, die wir zusammenfassend Fokalgebilde nennen. 
Nir bezeichnen den Abstand des Punktes P von F; mit r; (PF;~ 7), von oj 


1 Die Tschirnhausschen Kurven kommen zuerst in der Arbeit von W. v. TscHiRNHaus 
|] vor. : 
2 Genauer: das Rotationsparaboloid, die Zylinderflachen zweiter Ordnung und gewisse 
lyperboloide, hyperbolische Paraboloide und Kegelflachen zweiter Ordnung. 

3 Die-,,Hauptkugel“ ist eine Verallgemeinerung des Hauptkreises der Ellipse. 
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mit d; und von gy mit e,. Es seien ferner 0; (i=1,2,...,1), 65 G=1,2,..., my 
und « (k= 1,2,...,) reelle Konstanten (Gewichte). Eine T-Fldche ist der 
Ort der Punkte P, fiir die die Gleichung 


(1) T(P)=D> ori t D d)d;+ DB er—C=0 
pol —— = 


gilt, wobei C eine reelle Konstante bedeutet. Sind nur in einer Ebene o lie- 
gende Brennpunkte und Fokalgeraden vorgegeben, so ist der Ort der Punkte 
in dieser Ebene eine 7-Kurve.* 

Aus der Definition der 7-Flachen und 7-Kurven folgt unmittelbar, dai 
sie als Spezialfalle die Tschirnhausschen Flachen und Kurven umfassen. 


Wir erwahnen noch die folgenden Spezialfalle : 


a) Hat die 7-Flache nur einen gemeinsamen Punkt O besitzende Fokal- 
ebenen und Fokalgeraden, ist ferner C—O, so ist sie eine Kegelflache mit 
der Spitze O.° 

b) Aufer den Flachen bzw. Kurven zweiter Ordnung, die sich als Spezial- 
falle der Tschirnhausschen Flachen bzw. Kurven ergeben, liefern die 7-Flachen 
bzw. 7-Kurven auch andere Flachen bzw. Kurven zweiter Ordnung. Hat die 
T-Flache nur einen Brennpunkt F,; und eine Fokalebene 0;, so ist sie im 
Falle C—O und o0,d; <0 ein Rotationsellipsoid, ein zweischaliges Rotations- 
hyperboloid bzw. ein Rotationsparaboloid, je nachdem |0,| < ||, |0:| > |o,| 
bzw. |d,|=je,| ausfallt.° Ahnlicherweise erhalt man als 7-Kurven mit einem 
Brennpunkt und einer Fokalgeraden die Ellipse, die Hyperbel und die Para- 
bel. Hat die 7-Flache nur zwei zueinander parallele Fokalgeraden bzw. eine 
Fokalgerade und eine zu ihr parallele Fokalebene, so erhalt man bei geeig- 
neter Wahl der Gewichte und der Konstante die samtlichen Zylinderflachen 
zweiter Ordnung. Zum Schluf, falls die 7-Flache nur zwei einander schnei- 
dende bzw. zueinander windschiefe Fokalgeraden hat, ferner C—O und 
&& <0 (aber ¢,+- #0) ausfallt, so ist sie eine orthogonale Kegelflache 
zweiter Ordnung (mit dem Schnittpunkt der Geraden als Spitze) bzw. ein 
orthogonales einschaliges Hyperboloid; im Falle C--0 und ¢,-+-e,—O erhilt 
man die Winkelhalbierungsebenen der Fokalgeraden bzw. ein gleichseitiges 
hyperbolisches Paraboloid.' 


4 Jede 7-Kurve ist offenbar die Schnittkurve der dieselben Brennpunkte und Fokal- 
geraden besitzenden 7-Flache mit der Ebene o. 

5 Auf Grund von (1) ist namlich O ein Flachenpunkt, und falls P ein Flachenpunkt 
ist, so liegen alle Punkte der Geraden OP auf der Flache. 

6 In diesem Falle gilt namlich fiir die Flachenpunkte P PF,:d,—— 6,:@,, was in 
den aufgezadhlten Fallen der Reihe nach < 1, > 1 bzw. = 1 ist. 

7 S. z. B. [5], S. 67—74, 174—195 und 218—222, insbesondere S. 74, 195 und 222. 
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Es sei nun die Gleichung der 7-Flache der Kiirze wegen 


~ 


2) (P)=> » giti—C=0, 


wobei 7; (i= 1,2,..., N) die Absténde des Punktes P von den Fokalgebil- 
Jen, 9; die entsprechenden Gewichte bedeuten: 
Zwei 7-Flachen mit denselben Fokalgebilden und mit den Gleichungen 


N 


a 
T(P) => oir,—C=0- und T'(P)= 2 eir—C’ =0 
il 


‘ 


ind konfokal im engeren bzw. im weiteren Sinne, je nachdem 0;— oe, bzw. 
m—'0;; (i= 1,2,...,N) sind® 
N 
Wir definieren im Falle Q== ma 0:0 das AuBere und das Innere der 


[-Flache von der Gleichung (2). inte Aufere bzw. das Innere der T-Flache 
yesteht aus den Punkten P, fiir die die Ungleichung Q-7(P)>0 bzw. 
J: T(P) <0 gilt.? 

Es sei bemerkt, da{ im Falle Q=£0 die Satze J—II von [3] (S. 169—170) 
uch fiir die 7-Flachen giiltig sind. 


3. Die unendlich fernen Punkte. Beziiglich der unendlich fernen 
-unkte der 7-Flache kann man den folgenden Satz beweisen : 


Satz 1. Ist die Gleichung der T-Fldche 


mm 


3) T(P)= 2, eit $ + (Saat Sae|— C= 0, 


obei 0; > 0, & >O0 ist, so kann ein unendlich ferner Punkt des Raumes nur 
fann auf der Fldche liegen, wenn 


if m n / tt) ; nr 
Q=Le— 24— 2% <0 bzw. Q= Det & d+ 2% 20 
t=1 pat i= is j= = 
ilt, je nachdem in (3) vor der Klammer das Vorzeichen — bzw. + steht. 


BeweEls. Es sei im Raume ein Punkt O festgelegt und der Abstand des 
unktes P der Flache voh O mit R bezeichnet. Aus (3) ergibt sich 


ie — m d; n ee é 
t) t=) apt (Sag See RO 


¥ Vgl. [3], S. 168. 
9 Vel. [3], S. 169. 
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Hat die 7-Flache einen unendlich fernen Punkt, so gilt (4) im Falle R-> ~, 
und man erhalt aus (4), mit Hilfe der einfachen Relationen 


G ri ; 
— ==); =| fast] fag el 
Maa, oe ( ) 
| d, 
—|s1 ae 2s ih 
tim 4] = Vj ) 
und 
tim ee 1 (Real Oey 
eee 4 a 
wegen 0; >0 und «& >0 
] Tm. n. q 
= Spee > & bzw. 0= s De +e ». > ot+> &:, 
| 


je nachdem in (3) das Vorzeichen — bzw. + gilt, w. z. b. w. 


Aus dem obigen Beweis folgt leicht, daB unser Satz das bekannte Re- 
sultat beziiglich der Tschirnhausschen Flachen enthalt, laut welches ein un- 
endlich ferner Punkt des Raumes nur dann auf der Flache liegen kann, wenn 


1 
Q= >) o;=0 ausfallt.” 
ize) 


4. Konvexitat. In den folgenden zwei Paragraphen beschaftigen wir 
uns mit einer weiteren Verallgemeinerung der Tschirnhausschen Flachen bzw. 
Kurven. Seien die Fokalgebilde ; Rander konvexer Punktmengen und die 
T-Flache der Ort der Punkte P, in denen die Gleichung 


N 


(5) T(P)= 2 ¢i r—C=0 


: 
besteht, wobei r; den algebraischen Abstand des Punktes P von &; bezeich- 
net, d. h. r; positiv bzw. negativ ist, je nachdem P im Auferen bzw. im Inneren 
von S$; liegt." 


 Vgl. [3], S. 168. 

11 Als Fokalgebilde Ja8t sich die Ebene entweder als der Rand eines Halbraumes 
oder von sich. selbst auffassen. Dementsprechend ist r; an den beiden Seiten der Ebene 
entweder mit entgegengesetzten oder immer mit positivem Vorzeichen zu nehmen. In 
Raume ist die Gerade der Rand von sich selbst, in der Ebene la8t sie sich aber entwede 
als der Rand einer Halbebene oder von sich selbst auffassen. Der Punkt ist immer det 
Rand von sich selbst. 
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Beziiglich der Konvexitat beweisen wir den folgenden Satz: 


SATZ 2. Eine T-Fldche von der Gleichung (5) mit positiven Gewichten 
0; (i= 1, 2;,..., N)® ist eine ,,konvexe Fldche. 


Bewels. Bekanntlich ist r; das Maximum der algebraischen Abstande 
des Punktes P von den Stiitzebenen von 3;, demzufolge ist r;(P), als das 
Supremum konvexer (in unserem Falle linearer) Funktionen, eine konvexe 
Funktion. Unser Satz folgt nun daraus, dai die mit positiven Koeffizienten 
gebildete Linearkombination konvexer Funktionen auch konvex ist. 

Unser Satz spricht auch die Konvexitat der Parallelgebiete konvexer 
Gebiete aus. / 


5. Die Normalen der 7-Flachen. Bekanntlich lat sich die winkel- 
halbierende Eigenschaft der Normalen der Ellipse und der Hyperbel auch 
auf die Tschirnhausschen Flachen tibertragen.'* Im folgenden werden wir 
diese Eigenschaft auf die 7-Flachen (5) verallgemeinern. Zu diesem Zwecke 
fiihren wir die folgende Bezeichnung ein: 

Es sei P ein Flachenpunkt, der auf keinem Fokalgebilde liegt, und von 
der Eigenschaft ist, daf es auf jedem 3; nur einen Punkt Q; gibt, der von 
P den kleinstméglichen Abstand hat. Das letzte bedeutet, dai um P keine 
Kugel geschrieben werden kann, die ein Fokalgebilde mehrfach beriihrt. e; 
bezeichne den Einheitsvektor mit dem Anfangspunkt P und von der Richtung 


PQ.. Mit Hilfe dieser Bezeichnung gilt der 


Satz 3. Es sei P ein Flichenpunkt der T-Fldche von der Gleichung (5), 
der auf keinem Fokalgebilde liegt, und um welchen keine ein f ohalgevilde 


mehrfach beriihrende Kugel geschrieben werden kann. Ist s = y: “i Op@iern Oy 


wobei positives bzw. negatives Vorzeichen zu nehmen ist, Je nachdem P im 
Auferen bzw. im Inneren von 3; liegt, so hat die Flidche in P eine bestimmte 
Normale, und s ist Normalvektor. 


Satz 3 enthalt als Spezialfall den entsprechenden Satz iiber Tschirn- 
haussche Flachen, ferner z. B. die winkelhalbierende Eigenschaft der Normalen 


der 'Parabel. 


Bewels. Es ist leicht einzusehen, da® unter den obigen Bedingungen 
grad r,(P) = + e: ist, wobei das Vorzeichen — bzw. + gilt, je nachdem P 


12 Bekanntlich sind die Tschirnhausschen Flachen und Kurven mit negativen Gewichten 
im allgemeinen nicht konvex. (S. z. B. das zweischalige Rotationshyperboloid; vgl. auch [6].)- 

13 Genauer: sie ist der Rand eines konvexen K6rpers, kann aber auch ein raéum- 
Jiches oder ebenes konvexes Gebilde sein. 

14 Siehe [3], S. 173. 
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im Auferen bzw. im Inneren von S; liegt. Folglich, mit Riicksicht auf (5), ist. 


der Normalvektor der 7-Flache in P 
N 


N 
grad T(P) = > @; grad ri(P) =— D + vies =—S, 
t=1 


i=l 
Wail Ds Wie 


6. Die Hauptkugeln. Der Begriff des Hauptkreises der Ellipse laBt 
sich auf gewisse Tschirnhaussche Flachen iibertragen.!> Im folgenden unter- . 
suchen wir zwei Verallgemeinerungen des Hauptkreises auf gewisse 7-Flachen, 
die wir Hauptkugeln nennen. (In diesem Paragraphen sind die Fokalgebilde 
nur Punkte, Ebenen und Geraden.) 

Als erste Verallgemeinerung beweisen wir den 


Satz 4.° Wir betrachten eine T-Fldche von der Gleichung (1), wobei 
I m n 

0;>0, 6) <0, & <0,Q= > e+ Dd) + > & >0 und C>0 ist. Besitzen die 
| fet k=1 


Fokalebenen und Fokalgeraden einen gemeinsamen Punkt, der mit dem Schwer- 
punkt. S der mit den Gewichten 9; versehenen Brennpunkte F; zusammenfillt, 
so liegt die T-Fldche im Inneren der Kugel vom Mittelpunkt S und dem Halb- 


Ce 
messer R=—. 
Q 


Bewels. Nach Definition des Schwerpunktes gilt fiir einen beliebigen 
Punkt P des Raumes die Vektorgleichung 


l —- 
ePS= > oiPF, 
R= 
Z 
wobei 0 — > 0; >0 ist. Daraus folgt die Ungleichung 
i=) 


a ee 
(6) ePS = > oPFi =D oiri. 
Rex) ea | i 
Da S ein gemeinsamer Punkt der Fokalebenen und der Fokalgeraden ist, . 
bestehen wegen 0;<0 und «, <0 die Ungleichungen 
(7) 0;PS = 0;d;, & PS = &€x. 
Aus (6) und (7) ergibt sich fiir einen beliebigen Punkt P der Flache 
i m n 
Q-PS= Dont Dd djdj+ 2 e—=C=Q:R, 
i= J= == 
d. h. wegen Q>0O PS=R, was unsere Behauptung war. 


15 Siehe 12], S. 42 und [3], S. 170—171. 
16 Vel. [3], Satz Il, S. 170. 
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Wir bemerken, da® auf dieser Hauptkugel die Flache offenbar nur dann 
nen Punkt haben kann, wenn ihre Brennpunkte auf einer Geraden liegen, 
ter die Fokalebenen und Fokalgeraden auf dieser Geraden senkrecht stehen. 

Bei der zweiten Verallgemeinerung gehen wir von jener Eigenschaft des 
auptkreises der Ellipse und der Hyperbel aus, dab er ein Apollonischer 
reis ist, dessen Punkte P der Gleichung PF,: PD,=c:a geniigen, wobei 
| den einen Brennpunkt, D, den FuBpunkt des vom Punkte F, auf die zu 
im gehorende Leitlinie gefallten Lotes und c/a-—e die numerische Exzentri- 
tat bezeichnet. Bei der Parabel wird dieser Hauptkreis zum Mittellot der 
trecke F,D,, d.h. zur Scheiteltangente. Diese Eigenschaft des Hauptkreises 
Bt sich auf gewisse 7-Flachen iibertragen. 


Satz 5. Es sei 


mt 


bs =) 
T(P) =~2 ori 2, Odi + 2 & Cy = 0 
i= J= (= 
t] 
e Gleichung der T-Fldche, wobei 0,>0, 0;<0, «<0, e=> e>0, 
ei 


— ed Oj+ eee, Q=o0+0+£0 ist. Bezeichne S den Schwerpunkt der mit den 
f= k=!I 


ewichten 0; versehenen.Brennpunkte F; und setzen wir voraus, dap die Fokal- 
enen und Fokalgeraden einen gemeinsamen Punkt D#S_ haven. Die 
-Fiiiche ist im Inneren bzv. im Auferen der Apollonischen Kugel K, deren 
unkte P der Gleichung PS: PD=—0:0 geniigen, je nachdem Q>0O bzw. 
<0 gilt. 
BEweis. Wir schreiben die Gleichung von & in der Form 
k(P)=ePS+0PD=0. 
if Grund von (6) und von 
6;PD S0;d;, &PDS &ex 
halt man fiir einen beliebigen Punkt P. der 7-Flache 


S a & 
K(P) =0PS+0PD = 2 eek me bidj+ > &e = 0, 


sraus Q-K(P) =0 bzw. Q:K(P) = 0 folgt, je nachdem Q>0 bzw. Q<0O 
t. Da K auch eine 7-Flache ist, fiir die Q—o-+ 6 ausfallt, ist unser Satz 
wiesen. 

Wir bemerken, daf auf der Kugel K die Flache offenbar nur dann einen 
inkt haben kann, wenn ihre Brennpunkte zusammen mit dem Punkt D auf 
ier Geraden liegen, ferner die Fokalebenen und Fokalgeraden auf dieser 
araden sénkrecht stehen. 
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Im Falle Q=-O wird K zur Ebene, die auf der Strecke SD in ihrer 
Mitte senkrecht steht. Die Punkte P der 7-Flache und der Punkt S liegen 
dann an derselben Seite dieser Ebene. In diesem Falle gilt namlich 

L m n 


oPSs Dd on=— — D> 6d)— D> ver =—OPD, 
ial j=l kl 
d. h. wegen o=—0>0 auch PS = PD. In der Ebene A kann die Flache 
nur unter den im Falle Q-£O erwahnten Bedingungen einen Punkt haben. 

Hat die 7-Flache auGer ihren Brennpunkten nur eine Fokalebene, d. h. 


ihre Gleichung ist 
I 
T(P) =D or+0d—0 = (e > 0,0 <0; Q#0), 
i= 


so labt sich jeder Punkt der Fokalebene als Pol D der Apollonischen Kugel 
K betrachten, folglich gibt es unendlich viele Apollonische Kugeln, die den 
Bedingungen des Satzes 5 gentigen. Unter diesen Kugeln weist diejenige den 
kleinsten Halbmesser auf, deren Pol D der Fufipunkt des von S auf die Fokal- 
ebene getallten Lotes ist. 

Zum SchluB médchten wir Professor G. HAjOS unseren besten Dank fit 
seine wertvollen Bemerkungen aussprechen. 


(Eingegangen am 25. Marz 1959.) 
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NACHTRAG ZU MEINER ABHANDLUNG! 
»ON SOME APPROXIMATIVE DIRICHLET POLYNOMIALS 
IN THE THEORY OF ZETA-FUNCTION OF RIEMANN“ 


Von 
P. TURAN (Budapest), Mitglied der Akademie 


1. In der Abhandlung im Titel hatte ich einige iiberraschende Zusam- 
menhange zwischen den komplexen Nullstellen der Zetafunktion, iiber welche 
RIEMANN zuerst vor genau hundert Jahren auf der Sitzung der Berliner Aka- 
Jemie referiert hatte, und zwischen den Nullstellen der Partialsummen 
i, 1) U,(s)= D> v* (s=o+it) 
jer Zetareihe behandelt. Eine solche besagt? daB, wenn die Dirichletschen 
Polynome U,,(s) in der respektiven Halbebene® 
1. 2) ag eal ah 

Vn 
ir jedes geniigend grofies n nicht verschwinden, dann ist die Riemannsche 
Jermutung wahr. Wie ich bemerkte,’ gilt diese Behauptung auch, wenn die 
Anzahl A(x) derjenigen Indizes n=x, fiir welche die Behauptung (1. 2) nicht 
ilt, klein“ ist, genauer gesprochen, wenn 


1. 3) did i oh 
pea 1Og.X 


vahr ist. Ich konnte aber in' nicht entscheiden, ob es inverse Sdtze in dieser 
tichtung existieren. In dieser Abhandlung gebe ich eine Verscharfung der 
bigen Resultate und zeige, daBb diese ,gewissermafen* umkehrbar ist. Ich 
ehaupte ndmlich den 


Satz I. Wenn es fiir jedes’ n>c, ein nichtnegatives yy, mit der 


1 Det. Kgl. Danske Vid. Selskab. Math. Fs. Meddelelser, 24 (1948), S. 3—36. 

2 Das ist eine leichte Kombination der Satze II und III aus 1. 

3 Die Funktion log?n in (1.2) konnte man durch irgendwelche monotone w (a) 
rsetzen, fiir welche bei n>>~ (log ny log w (n)> 0 gilt. 

4 Siehe |.c. 1, Theorem V. 

5 ¢1, C,... bedeuten positive numerische Konstanten. Abhangigkeit von einigen Para- 
etern wird immer explizit bezeichnet wie z.B. Cyo(¢), Ci: (4, 9). 
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Eigenschaft gibt, daB U,(s) in dem Halbstreifen® 


o=14 088, fatsy re" 
Vn 
nicht verschwindet, dann ist die Riemannsche Vermutung wahr. 


Mit anderen Worten, entweder verschwindet das Polynom U,,(s) fii 


log’ n; 
unendlich viele n; in der Halbebene o= 1 ie 
n; 


L 


in jedem Horizontalstreifen 


5 3 ee L ee 
von Breite e": irgendwo oder verschwindet ¢(s) in der Halbebene o > a nicht. 


O in diesem Satz. Das kann man mit dem folgenden 


Nehmen wir 7 = 
Satz vergleichen : 


SATz Il. Wenn die Riemannsche Vermutung wahr ist, so verschwindet 
U,,(s) in dem Halbstreifen' 


cy ‘log nloglogn— 


(1. 4) = |, Cel Se 
nicht, wenn nur n>c,. 


Mit anderen Worten, entweder.verschwindet ¢(s) irgendwo in der Halb- 


ebene ob oder besitzt U,(s) fiir jedes hinreichend groBes n im Halb- 


streifen (1. 4) keine Nullstellen. 

Im Satze I kénnte man auch eine Ausnahmemenge von Indizes n erlau- 
ben wie in (1.3). Unter Benutzung der tiefen Abschatzungen von I. M. WINO- 
GRADOFF kénnte man ohne irgendwelche Vermutungen zeigen, daf fiir n>c. 
die Abschnitte U,,(s) im Halbstreifen 
(1. 5) o=1, C5 = t Ser on" 2n 


nicht verschwinden. Da der Beweis dieser Behauptung mutatis mutandis wie 
in' folgt, werden wir ihn nicht behandeln. 


* Auch hier konnte man log’n durch allgemeinere y(n) ersetzen. Wenn man ferne: 
or ave 1 eal 
mit einem = <#<1 statt c=1+n * logsn nurc=1+n-* login im Satze I fordert 
so folgt nur das Nichtverschwinden von ¢(s) in der Halbeebne o > &. 


* Wahrscheinlich gilt dieser Satz auch fiir OX ta ott! Pe" loglog™ 


“HW. M. Bunorpagos, Hopasa ouenka cbyHkunn S(1+it) Was. Axag. Hay 
CCCP, Cep. mat, 22 (1958), S. 161—164. 
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Wenn wir die Anzahl der Nullstellen von U,(s) (mit Multiplizitat) im 
Gebiete 


(1. 6) o2=1+ ie 0=taT 
mit N,(7) bezeichnen, so folgt aus Satz I offenbar, daB, wenn fiir jedes 
n>c, wenigstens ein 7, mit 7, >e” gibt, so dab 


(1.7) Nik le) < i Cae 


gilt, dann ist die Riemannsche Vermutung wahr. Wir bemerken, da wenn 
N;(T)- die Anzahl der Nullstellen von U,,(s) (mit Multiplizitit) im Gebiete 


o= 1, OSteii 
bedeutet, dann gilt fiir n>c, und jedes T>c,(n) die Abschatzung 


(1.8) NT) <a. 


Da man diese Abschatzung durch sinngemafe Ubertragung der Methoden von 
BOHR—LANDAU—CARLSON beweisen kann, werden wir hier nicht ins Beweise 
eingehen. Orientierungshalber werden wir aber im Anhang zeigen, dai, wenn 
O=a<b gegeben sind und WN,” die Anzahl der Nullstellen (mit Multiplizitat) 
im Parallelogramm’* 


(1.9) FBe ee et idarns fab 
gn 
bedeutet, so gilt die Ungleichung 


oa log n 
20 8 


2. In‘ hatte ich auch gezeigt, daB die Rolle der Abschnitte U,,(s) auch 
die Polynome 


(1. 10) N™ — < ¢,(a, b) log log n. 


Vv uh 
(2. 1) cw => ( Seales 
die Cesaro-Mittel erster Ordnung der Zetareihe, und die Polynome 
(2. 2) V(= > Sens 


spielen kénnen. Mit einer Kombination der Methoden in! und dieser Arbeit 
kann man folgende Satze beweisen : 


9 Wenn a>Cyp, so liegen fiir n>c,(a, 6) alle diese Nullstellen im Parallelogramm 
log log n 


eK sit ao 
log n <o< UK 


1—3 
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Satz Ill. Wenn es fiir jedes n>c, ein nichtnegatives xx, mit der 
Eigenschaft gibt, so dag C,(s) in dem Halbstreifen 


nicht verschwindet, dann ist die Riemannsche Vermutung wahr. 


Satz IV. Wenn die Riemannsche Vermutung wahr ist, so verschwinden 
die Mittel C,(s) in dem Halbstreifen 
ogn 


o=1, Cy Xt sek" Welogn 


nicht, wenn nur n>Cy,. 


In den Beweis des Satzes III werden wir nicht eingehen; den Beweis 
des Satzes IV werden wir skizzieren. 

Das Analogon des Satzes | gilt fiir die Polynome V,(s) und fiir die 
Polynome 


(2. 3) W,,(s) = Pale Neel 6 ESE yb 


statt U,(s) oder C,(s); das Interessante in der letzteren Behauptung liegt 
offenbar in der Tatsache, da sich die Nullstellen von W,(s) in der Halb- 
ebene o>O nur zu den Nullstellen von 


L()= 2 (—1)"@r—1)" 


haufen kénnen (welche also alle im Streifen O<o<1 liegen). Was das Ana- 
logon des Satzes II fiir die Polynome V,(s) anbelangt, machen die Umge- 
bungen der Punkte 
2st 
Es log 2 


mit ,groBben“ |k| Schwierigkeiten.” 


3. In‘ formulierte ich als den pragnantesten Spezialfall des dortigen 
Satzes If den Satz, dai aus dem Nichtverschwinden von U,,(s) fiir n>c, in 
der Halbebene o>1 die Richtigkeit der Riemannschen Vermutung folgt. 
Was den Satz unter (1. 2) anbelangt, folgerte ich ihn in! aus der Voraussetzung 


10 Einen dhnlichen Satz iiber die Abel-Mitteln der Zetareihe haben neuerdings 
N. Wiener und A. WintNer aufgestellt. S. ihre Arbeit in Rendiconti del. Circ. Mat. Palermo, 
6 (1957), S. 240—248. 
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via der Ungleichung" 


‘ A(v) log® n 
=. 1) 2 y = —= (Cro /n £ 


gtiltig fiir n>c,; dem erwahnten Spezialfall entspricht die Ungleichung 


3. 2) yee 6 


v=n vy 


ir n>c,. Merkwiirdigerweise bezeichneten die an! anschlieSenden Arbeiten 
schlechthin (3.2) als ,Turdnsche Vermutung“, sogar fiir n=1 behauptet. 
3.2) kommt in' nirgends vor, fir n=1 nicht einmal implizite behauptet. 
Also die Tatsache, dai es Herrn HASELGROVE” zu zeigen gelungen ist, dab 
tir unendlich viele positive n; 

3. 3) > th <0 


vn. 


J 


zilt (also nach ', dafi fiir diese nj-Indizes die U,, ;(s) in der Halbebene o>1 
Nullstellen besitzen), wenn sie auch eine der interessantesten Resultate in 
Jer reinen Mathematik, erreicht durch Maschinen, darstellt, kann man nicht 
ils ,failure of TURAN’s inequality“ betrachten; ohne weitere Betrachtungen 
uch dann nicht, wenn (3.2) als ,TURAN’s inequality“ zu betrachten ist (und 
licht (3. 1)), wenn man (1.3) in Betracht zieht. Was aber wesentlicher ist, 
yetrachtete ich die Resultate von ' nie als eine verschleierte Form des Schlie- 
jens von (3.1) auf die Wahrheit der Riemannschen Vermutung, und dies 
yezieht sich a fortiori auf diese Arbeit. Die Resultate stellen Beziehungen 
wischen den Nullstellenverteilungen der Zetafunktion und verschiedenen 
Naherungspolynomen dar; dies war schon in ' betont. Aber auch aus dem 
Jesichtspunkt der Beweisméglichkeiten der Riemannschen Vermutung scheint 
nir eine solche Anschauungsweise nicht angebracht zu sein. Die direkte Be- 


landlung der Summe pwede ist heute unangreifbar, was fiir die Unter- 


uchung von U,(s) oder C,(s) via Exponential-Summen 
-itlogy 
e 


NSyvS2n 
der auch via approximativen Funktionalgleichungen nicht gilt, geschweige 


11 A(n) bezeichnet, wie iiblich, (—1)**@*""°r, wenn n=p{'p3? ae Ue 


12 C, B. Haseccrove, A disproof of a conjecture of Polya, Mathemattka, 5 (1958), S 
41—145. Im Falle von W,(s) spielen die Summen Dt A(v)/v die analoge Rolle wie 


vn 
v=1(mod2) 


umme unter (3. 2) im Falle von Un(s). 


282 P. TURAN 


denn die obere Abschatzung von N,(7). Auf diese werden wir anderswc 
zuriickkehren. 

4. Die obigen Satze sind wahrscheinlich verbesserungsfahig durch eine 
Verscharfung des Lemmas I und durch eine solche.Beweisfiihrung von Satz Il. 
welche fahig ist, anstatt der Einschrankung o=1 die scharfere Einschrankung 


Gee! op edt auszuniitzen. 
Vn 
Es ist naheliegend zu fragen, wie weit im Beweise der obigen Satze 
dieser Abhandlung die Eigenschaften von €(s) ausgeniitzt werden. Eine Ana- 
lyse zeigt, daf die Funktionalgleichung gar nicht benutzt war, aber die Be. 
weismethode auch im Falle geht, wenn anstatt C(s) eine Funktion 
~ bn 


n=l n* 


(4. 1) I(s)= 


mit positiver monoton nichtzunehmender Koeffizientenfolge mit einem Euler- 
Produkt 


(4. 2) nO bed Wie 


> ap 

Py 
betrachtet wird, wo die a,-Zahlen reelle (nichtverschwindende, absolut-be- 
schrankte) Zahlen sind. Die Eigenschaften (4.1) und (4.2) charakterisierer 
aber im Wesen ¢(s). Aus (4.2) folgt namlich, daB mit logb,—d, auch dit 
Zahlen d, nicht zunehmen und fiir ganze m und n mit (m,n)=—1 


(4. 3) 7 —= ln + dn 


gilt. Dann gilt aber nach einem Satz von P. Erpds,” dai mit einem nega: 
tiven «a, 


(4. 4) d, = @ log n, d. h. b, =n, 

also wirklich 

(4. 5) f(s) =S(s—a@) 

besteht. Nebenbei sei bemerkt, daB aus einem anderen Satz von ErDOs"™ ebens« 
(4. 6) f(s) =E(s + ) 


13 P, Erpés, On the distribution function of additive functions, Annals of Math., 4 
(1946), S. 1—20, Korollar I des Satzes V. Siehe auch Aufgabe 28 in Mat. Lapok un 
direkte Lésungen von Vera Sés und A. CsdszAr, ibid, 3 (1952), S. 91. 

14 Siehe |. c. 13, Korollar Il des Satzes V. Fiir einen viel einfacheren Beweis de 
Erdésschen Satzes siehe A. Rény1, On a theorem of P. Erdés and its ‘application in infor 
mation theory, Mathematica (Cluj) (im Erscheinen). 
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mit einem komplexen @, folgt, wenn (4. 2) mit nichtverschwindenden a,-Zahlen 
fiir o>1 gilt und fiir die 6,-Koeffizienten in (4. 1) statt Monotonitat die Relation 


(4. 7) lim a =! 
gilt. ney 

Im Hintergrund des Beweises des Satzes I (und auch des Satzes IIT) 
-steht wieder die folgende einfache Tatsache: es gibt fiir beliebig kleine 
positive Zahlen « und 7 ein geeignetes t—-(e, 7), so daB in der Halbebene 
6=1-+y7 die Ungleichung 


(4.8) al ect ys 
gilt. 


C(2s) at 
SON lie: 


5. Wir werden die bekannte Tatsache benutzen, da fiir x>c, die - 
Abschatzung” 


(5. 1) |B(x) [2 | > 4) sx0rte! OB" 
gilt. Es seien = 


2= Pi <po<-+*< pi 


die ersten & Primzahlen, wo k>c,, ferner seien m=2 und d reelle Zahlen. 
Dann bendtigen wir das 


LEMMA |. Fiir beliebige reelle Zahlen (,8:,...,6 gibt es ein t mit 
eat ad =. er eioet ke 

so da fiir v =1,2,...,k mit geeigneten ganzen Zahlen h, die Ungleichungen 
a. 
(62) 


= 


|c log py» —8,—hy 


gelten. 
Zum Beweis dieses Lemmas betrachten wir, in Anlehnung an eine Idee 
von BOHR—LANDAU™ mit 


(5. 2) [(kw)’ log ka] =P 
und 
(5. 3) e3(ke)? log? ko ic 


die Funktion 
k 
(5. 4) f()=1+ Pai e2niltlogr,,-B,) 


15 Diese Abschatzung wird weit nicht im vollen Umfang ausgenutzt. 
16 H. Bour und E. Lanpau, Uber das Verhalten von 1/{(s) auf der Geraden o=1, 


Gétt. Nachr., (1923), S. 71—80. 
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und das Integral 
a+T 

(6.5) J=| ifo)at. 
d 

Nach der Entwickelung 


rey” , P} o2iiiBct- Ad PR) punit log (y}'....2/4) 


je =P Jol fal... Jul 


folgt leicht 


Pr hs PP J 


e == jf “ 7 a Ce : 7) : ; 71 ee Ta 
(5 6) J = a (jo! fi : oe Jel) It Jo! jo! ae Sul Si! Hog(p' 7... pk") 


wo die letzte Summation sich auf diejenigen (jo,..-,/x)- und (jb, «+ -»Sa- 
Systeme zu erstrecken ist, fiir welche 


fot tie =lot oe tik=P 
und 


k 
> |iv—fr| >0 
v0 
gilt. Das erste Glied in (5. 6) rechts ist nach der Cauchyschen Ungleichung 
nicht kleiner als 
Ti 


Pall (PH bess orale Pre Put = a 


Beziiglich der zweiten Summe in (5.6) rechts bemerken wir, dafi fiir 


m=m,= 2m, 
die Abschatzung 


My 
log — = log 2 
g mm g+ 
ferner fiir 
m>m,>m, m,<2m, 
die Abschatzung 
m. m,—m 1 
log — = log 2. “——- > =— 
8 m, 8 m, 2m 
gilt. Wenn man dies mit 
m,= / EE fo m,= ] LL p ogeenp 
1SvSk 1=vSk 
dy>iy Sy >iy 
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anwendet, so folgt 


ih = Pi'Py Psp spt, mespr, 
also kann man m =p!’ wahlen, und so ist die zweite Summe in (5.6) nicht 
gréBer als 
pr a) pre ay. 
od Ser ey a A : 
Aus diesem, (5. 6) und (5.7) folgt 
rE 
ZF lt 2s ae 2P 
6.8) +1" pt) S/S 7 max [OP = Tse) 


Da aber fiir k>c, aus (5.2) und (5. 3) 


pr ( P+ 1) </eP ( P+ lr< er(ko}*log?ke (2 (key)? log ka)* < = e2(keo)? log? ke 4 
folgt, so gilt nach (5.8) 
rovers toy +. — (kr 
MOM = QPF IF = QPF DY 
also 
= og(-= + ] P 
Pena et ye Fe sere Tr s+ n(i— 2 ery EP), 


Dies bedeutet aber fiir »—1,2,...,k a fortiori 


pari heal lo 2 
(1) +1 pee Po) zk 1— 3 (k-+ 1p OB 
also 
(k+1) log P 
[cos (r log py—By)| > 1 —-—3—— —— 
und auch 


2 feat 


|sin :t(t log p, —?,) set] 
Dann. ist aber wegen (5. 2) fiir geeignete ganze A, und k>c, 


eal [2 2 log Py i. 
lt log py —3,—hy| < 2 ae Pi 3 


6. Es sei 


und 
(6. 2) Gu(s) == LAC) 
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(also eine ganze Funktion), ferner setzen wir voraus, dab 


(6. 3) G() =0 
mit 
(6.4) 1426<0, 214308108" 


logan 
besteht. Dann beweisen wir das 


LEMMA II. Fiir n>c., gilt auf dem Kreise |s—o,|—0 die Ungleichung 
7) 
|G, (s)>4- 


Zum Beweis betrachten wir zuerst G,(s) mit c,; aus (5.1) im Gebiete 


(6. 5) Pe ac ee ee ae aE 
3 1 
|/108 [n + 5] 
und n sei so gro, daf 
(6.6) ie’; Ai<t 
vel) 


gilt; das geht fiir n>c,. Da 


ns ] nto 
, Bln +> a 


2 B(x 
G,,(s)= | i Bai | ay d 
‘ n+>| : 
z 2 z 
ist, so folgt aus (5.1) im Gebiete (6.5) 
wpe C13 log a 
2 3 i 
/ -“8Viogn <0 Vice log\ x+-5 
|Ga(s)| Seu be .< + po =e | e( axl < 
1 
(6. 7) ‘ 
no 2 / 
hig 1 -F ew) log x 
<6) ea —e dx} < Cy. 
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Ya der Kreis 
C3 


afice(o+ 5) 
8 |/ log (n + a 
m Gebiete (6. 5) liegt, so gilt fiir die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung 


|s—o,| = 


5. 8) G, (s) = >; e(s—o,)! 
i=] 
ir /=1,2,... die Abschatzung 


to| ~ 


5. 9) ler| = oe 


ee | 
[=Yiee+ 3) 


iS gilt ferner fiir n>c,, 


>- A(r) log 


(E25) et A(v) logy | _ 
ls yo -|( ra ee yr < 
9 (200) &'(0) i 
— (20, —| |x % log xdB(x)|> 
a ta) °° Tap { g 
dD ay 
O(%) Postel 1 o -gViogs {e me x. T% lo x) dx i 
> | E(o,)? Cip(O— )- — Ce ( )¢ g 
BinaR 
Iso auch fiir n>c., nach (6. 4) 
o -“*Vioga 
: ] log log n ae ak 
). 10) |e,| > yon oer — Cog | ae dx> 3° 


1 
nt > 


\us (6. 8), (6.9) und (6. 10) folgt also fiir n> c,, auf der Kreislinie |s—o| = 6 
AL 
2 . eed <1 | i= 
|G,,(s)| = Behe oe 2; aie log n + 2 


ee ae 


_ r. 
1—o / C7 log(n +4 | 


sale 
WE 


Be. d. 
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2 


7. Wenn noch n>c» so grok ist, daB fiir die Anzahl k der Primzahlen 
=n die Abschatzung 


k<2 


n 
log n 
gilt, dann wenden wir Lemma | mit einem reellen d, ferner 


und 


__ [50 log® n i as 
o— [Steal + 2—| log n 7 


an. Das ergibt fiir n>c:, die Existenz eines ta mit 


1 
(7. 1) d=tasdt+e"—l) a7) 
so daf fiir jedes p,» =n die Ungleichung 
2h,+1 7) 
2) TONE Darra) | 50 log’ n 


mit geeignetem ganzem A, gilt. Mit diesem vt, kOnnen wir aber 
|G,.(s)—U, (s+ 22 it)| 


in der Halbebene o=1 von oben abschatzen. Um dies einzusehen, schreiben 
wir zuerst 


|G,(s)— U,(s + 2tita)| = | > v8 (A(v) —e tale”) == 


(7. 3) 
= > “ |A(v) eta logy — ] |. 


——s 
vn 


Wenn 
Y= Pits owe pik : 
ist (einige «, kénnen gleich O sein), so ergibt (7. 2) 


\ k 2h) tl 
Qniy NS a) | tylogp,- => 
li 


|A(v)e2*tuloe»— | —|—1 te _ 


l= 


O 
25 og a V) 
wo V(v), wie iiblich, die Gesamtanzahl der Primfaktoren von v bezeichnet, 
also aus (7.3) erhalt man 


(7. 4) |G.(s)—U,(s+2ait.)| = a pdb 
in , 


VSn 
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Aus der elementaren Relation 


2 V(v) = x log log x + O(x) 


folgt fiir n>c., grob 


>a < log’ n, 
also fiir n>c,, und d=1 
(7.5) |Gu(s)—Un(s-+ 2eving)| < EOE" Fg, 
5 Vn 25 
8. Fiir n>cz, gilt 
(8. 1) = meal 


9 log n (log log n)’ 


Jetzt leiten wir fiir n>c.; aus der Voraussetzung des Satzes I mit Hilfe einer 
Modifikation einer Idee von H. BoHR” die Ungleichung 


3 
1 -2/08 n 


(8. 2) Sie 30 


ab. Es sei denn vorausgesetzt, dali fiir ein 
N= > Cog 
(8.2) falsch ist. Wegen der Realitét von G,,(s) auf der reellen Achse und 
lim) G,.(s)==1.>0 


8->+@ 


ware dann ein positives so, mit 


log’ n 
0, > 1 + 2 Vn 
3 log log n 
und G,,(6,)=0 vorhanden. Da auf der reellen Achse fiir s=1+3 sie A lee 


yanz grob nach (8. 1) 


1 pe © 


Ga(S) == at —Sioyrs > z6-)- eae “FS rae aries 


Vn 


iP Poe 2 1 ] 
—(F—- 9 (log log ny’ log?n an 


17 H. Bour, Zur Theorie der allgemeinen Dirichletschen Reihen, Math. Annalen, 79 
1919), S. 136—156. 
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gilt, so folgt 
log log n 
0,< 1 +3 Pier? 
also nach Lemma II auf |s—o,|—0 
7) 
(3. 3) | Gm(s)| = ‘4. 
Es sei zuerst in (7. 1) 
1 
a a 


wir schre.ven 
U,.(s + 27iTa,) a Gin(S) > (Un(S + 2iTa,)— Ge (s)) 


und wenden den Rouchéschen Satz auf der Kreislinie |s—o,|—=0 und auf die 
Funktionen G(s) und U,,(s+2ztiva,) an. Nach (8.3) und (7.5) ergibt 


dieser Satz, da die Anzahl der Nullstelien von U,,(s) im Kreise |s—o,+ — 


+ 27itva,|= 0 oder, was dasselbe ist, die von U,,(s+2zita,) im Kreise 
|s—o,|=0 gleich mit der von G,,(s) in |s—o,|=0, d.h. wenigstens 1 ist. 
Da wegen (7. 1) 

] 1 


3 
= Va, = Ce 


4 4a 
gilt, so folgt aus der Annahme, daf (8.2) fiir n—m_ falsch ist, wegen 
108 el dab Uia(s) irzencwodimuGebiets 
n 4 
o=1-+4 oe 0>t>—e”" 
Jn’ 


verschwindet. Es sei diese Nullstelle x,+/y, (y,<0) und wir wiederholen 
dasselbe Verfahren mit d= (q+ i . Dann folgt ebenso die Existenz einer 


zweiten Nullstelle x,-+-/y, von U,,(s) im Gebiete 


o2= 1+—— yi>t>y,—e™ 
n 


was offenbar der Annahme des Satzes I entgegenspricht. Also ist (8. 2) wahr. 


-~ 
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9. Der weitere Teil des Beweises verlauft analog wie in ', so dafi eine 
Skizze geniigt. Da fiir y=n 


> logsn 8 
y Yn —1+2logy ae <4 log’ 
n 
gilt, so folgt aus (8.2) die Abschatzung 
A(v) log’n ~, a(v) log v log’ n 
(9. 1) 2 BG —2 Vn ne = Aas ’ 
Da aus (5. 1) leicht 
4() log y 
— Vv 26 
folgt, so gilt nach (9. 1) 
+ Atv). login 
a ae 
und auch fiir x>c., die Ungleichung 
3 
(9. 2) LOS dae a 


Daraus folgt fiir beliebig kleines positives «, da fiir x >c(é) 


te |= 


+e 


(9. 3) H(x)=—x 
gilt. Mit einem festen O<e< gilt aber fiir 0>1 


@ 


1 
ate . 
(ee 


(9. 4) x8 C(s) ae ae 
: 2 


Daraus folgt, mit Riicksicht auf den Landauschen® Satz und (9. 3), daB die 
ausschlaggebende Singularitét der Funktion auf der linken Seite auf der re- 


ellen Achse liegt. Das ist aber der Punkt say te da & beliebig klein posi- 


tiv war, ist der Beweis des Satzes I beendet. 


18 EF, Lanpau, Uber einen Satz von Tschebyscheff, Math. Annalen, 61 (1905), S. 
527—550. 
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10. Nun gehen wir zu einer Skizze des Beweises des Satzes Il iiber. | 
Wir bendétigen das 


LemMa III. Unter Annahme der Riemannschen Vermutung folgt fiir. 


2 <o=1, t=e” die Ungleichung” 
e(5)|<e>Liatost)totnetons™* 
Ausgehend von der Integralformel von LITTLEWOOD 
(10. 1) yew —— = | ae S' (w+2)dz, 
wo wir w—u-iv, feu ate v22 und 
(10. 2) e—| log log t-log log log f 
log t 


wahlen und den Integrationsweg auf die Linie #z— 7 —u verschieben, folgt 


i ; 
<¢Cu§ ‘* log», 


pS ae =) + DT (e—wEr— r(i—wys" 


; ie 


also nach einer ee Abschatzung 


Sa A(n) 
eke! 


a ~ 


ent © = (wv) Pd —w) 8" ; 


<taee * log v. 


Geradlinige Integration nach w von s=o-+it bis ait ergibt 


) 
i 
to] = 


seem 
log -—— 
08 5 


(10. 3) SAW) e _ tog £65) 


—logn n° ieee 


Wenn man, wie tiblich, 


2 A(n) = O(x) 


i eas 
0 Fir [SeSi—7 ( >0) kann man den Faktor (log log log f)27-' nach einem 


Satz von Litttewoop (On Riemann zeta-function, Proc. London Math. Soc., 24 (1925), S. 


175—201) durch Cy,(y) ersetzen, Aber fiir unsere Zwecke sind eben die o-Werte nahe zu 
1 von Bedeutung. « 
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setzt, so ist 
A(n) ers ; - 
n logan n° —|; rags 100) =— | Oe 4 (Stogx|— 
3 8 
(10.4 -f «f ive ps 
) a xe ex ht) ad eee log x 
us = 
d 2 
eu [ x Gacsohel onl ies rx}: 
a tts 
Das letzte Integral ist 
@ 4 1 
—y ) 
ae A Te | J of % 
ee (log y+ log =| y(log y+ log q| 
+ feray| 2 + log lag — rt3f: 
1 


also aus diesem, (10. 3), (10. 4) und (10. 2) folgt wirklich 


1 
ey 


log ¢ 


|log E(6)|<en | &7 ' log log = : + i 
7 log = E 


* \log log t 


A1-c) 
Lou ] (log log log t)?7-!. 
Um den Beweis des Satzes II zu Ende zu fiihren, betrachten wir 


it: 
mit positivem ganzem N und ¢>e” das Integral 


1 Jt o 
a og (v+3) 


1 : 2 : 

(11. 1) Ae epeee | are ere ss C(z+ it) dz. 
1 .t 
Veicgn 
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Wenn man die Reihe fiir ¢(z+/t) einsetzt, so ist 


— 


; i J | vy 
= ’ y= tt poit as le 8 phn, aes dz 
j 2 271 2 a : z . 
= ; 


also nach partieller Integration 


s . N 
(11. 2) Ye een eros Winer 


Routine Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes auf das Parallelogramm 


1 AN 
log Nt!” 


ie I—n()tiz, 


wo O0<a(f< = ist und erst spater genau bestimmt sein wird, ergibt also 


1 


tie loge: 21-1 9-1 
( “og log log t) 
erg N log N Tog logt, 
Dibe wal aon sae hb) du -+- 
VSN t t 
a 1-7 
> 
1 oe $08 C0) 27 og log tog (t+e))1-29 
+Ni" | — * (Togiog xy) dvs< 
v 
} 
N log N 1 21 log log log t) !- 2n 
< ta} 2 —+N "logt: o'° (iogioe) + 
on (t08* 297 1-2 
3 sae _ P 18 Rahat) (log log log #) | 
0g 


Daraus folgt nach Routine-Operationen fiir o=1, t=e* (bei partieller Sum- 
mation ist die Monotonitaét der Koeffizientenfolge benutzt) die “Abschatzung 


(lied) om Pa; wrtlec, 


og N's [SE 1 Je et 2H tog tog tog t)!-29 
Cus a2 
NS1=2N Laat, 


en =f “48 \ Toglog? 
Ni tlog N 
Wenn man 


(11. 4) n(t) = 1 log log log t 
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waht, so gibt (11.3) die Abschatzung 


| > V-*)< Cys 


NS=v=2N 


log N 
t 


< 


: log t | ey; V log log t log! 
+laewt log log logt Je - log log t og og log t | 


N #108 logt 


N = l 1 
th 6 ie | a log log log t ie 


cea} 
. tlog wv 4log log t 
N g 10g 


Wenn man dies fiir ns4 der Reihe nach mit 


N=n, N=2n, N=2°n, ..., N=2”n 
anwendet, wo », durch 
Pint 2 pn 


definiert ist, so ergibt sich 


ae Ba 1 
(11.5) | _ "| <c log’ t} ra log log log ¢ 
nssvcQrotin n 4loglogt 
Nach HArpDy und LITTLEwoob” gilt etwa fiir pee, t=e., {t2x=2!i dié 
Abschatzung 
C47 
sis)— S| 
<TF: 
also aus diesem und (11.5) mit x= 2”"'n i 
1 
(1 I. 6) |U,(s)| = |5(s)|—cas log” t F3 + Togloglogt log log logt 
n 4loglogt 
Da etwa grob” fiir ‘22, 021 
C49 
OI>qo37 
zilt, so folgt fiir G21, f>Co aus (11.6) 
Co1 
| Un(s)|> log t ’ 


20 Siehe z.B. E. C. Titcumarsu, The theory of the Riemann zeta-function (Oxtord, 


951), S. 67. 
21 Z, B, Titcumarsh, I. c., S. 53. 
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wenn nur 
t on (log log t)* 
z>ra>e log log logt _ 
Dasselbe gilt nach ' fiir m=z, also auch fiir 
<t=<e | log n log logn 
wirklich. 


12. Um den Beweis des Satzes IV zu skizzieren, gehen wir von der 
Darstellung 


ape Le fs 9 

(12. 1) Ci) = aaF 2G -ah) 2 eee 
2) 
aus. Nach Konturintegration folgt fir l1=o= = und O<7,(f)< z 
Ss ae I ihe ab 
(12. 2) C,.(s) = ist + (s)+ EGE z(z-41)° C(s+z)dz. 
(l-o-71) 
Die Anwendung von Lemma III ergibt, da 
3 F 

maby was shamed etiam 

ist, fiir das Integral rechts die obere Schranke 
lo 2 
any log | Pt figtegz) log log log t 


also ohne den Faktor log? in et 3). Also (12. 2) gibt 


of (iogtogt “og log log t 
2 ; - ose 
(12. 3) i 
Wenn man in (12.3) 
| ] 
(12. 4) eis wid 


wahlt, und die Tatsache beriicksichtigt, da fiir o= 1, t=c,, aus der Wahr- 
heit der Riemannschen Vermutung die Ungleichung™ 


ere) IS(s)| > log rates 


22 Satz von Litttewoop. Siehe z. B. Titcumarsn, |. c., S. 291. 
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folgt, so folgt aus (12.3) die Abschatzung 


' 1 lo od 
ICu(8)|>eu | oe igg7 — CREO" | _ ce 
ee nloglogt 08108 
wenn 
n> eva log logt-logloglogt | 
d.h. wenn 
va 
Co <t< ef ™ tog log 7 . 
n). ed 


Anhang 


Wie gesagt, beweisen wir die Behauptung (1. 9)—(1. 10). Wir kénnen 
offenbar voraussetzen, dafi U,(s) auf der Peripherie des Parallelogrammes 
(1.9) nicht verschwindet und a>0O ist. Wenn man die Punkte 


loglogn , ,. __yloglogn 
log n lee hie log n A" 


der Reihe nach mit A,B,C, D bezeichnet, so gilt 


2+ai, 2+6i, 1—3 


] 
(13. 1) N™ = 5,7 Adasen arg U,(s), 


wo Aascy die Variation des Argumentes von U,,(s) entlang des Rechtecks 
ABCD bedeutet. Da der reelle Teil von U,(s) auf der Geraden o=2 
positiv ist, so gilt 

(13. 2) | Jaz arg U,,(s)| <a. 


1 
Femer fir l=vsn, a =o 


IIA 


liasi=b gilt 


ma ls 1 
(1 + 1-155 | <cul@. ste, 


er ee as 


] 
(vy + 1)-s— pts — 


also 
|(n + 1)!*—1—(1—s) U,(s)|<Co(@, 5) 
und 


U,(s) = oe } otne |. 


Daraus folgt fiir n> cg (a, 0) 
(13. 3) | on arg U,,(s)—(6—a) log n|<cz,(a, 6). 
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Endlich werden wir zeigen, dal 
(13. 4) |Anc arg U,,(s)|<Cos(a, 6) log log n; 
da der Beweis von 

|Mna arg U,.(S)|<cis(a, 6) log log n 


ganz analog verlduft, wird mit (13.4) der Beweis von (1.9)—(1. 10) beendet 
sein. Der Beweis von (13.4) geschieht am einfachsten mit einer Idee von 
BACKLUND.™ Es ist 


(13. 5) |dve arg Us(s)|<(¢-+] =, 


wo g die Anzahl der Nullstellen von Re U,.(s) auf der Strecke bedeutet 
Da auf dieser Strecke 


Re U,(s) = 


U, (6 +-ib) + U,(o—ib) 
2 


ist, so ist g héchstens so grofh wie die Anzahl N, der Nullstellen von 
p(s)= U,(s + ib) + U,(s—ib) 


— logn 


mit s,=1+3- im Kreise 


log log n 


(13. 6) is—s,|=6 ion 


Nach der Jensenschen Ungleichung gilt aber 


(13. 7) (q=)Ni< max G(s) | 

|s-s | <6, loeloen (Sy) 
hats log » 

Da im Zentrum dieses Kreises 

(13.8) 9(s.)|> em Ee 

und im Inneren 
Sy 3140 EE” 

(13. 9) lp(s\i< > og < log’~n 
vel ; 


gilt, folgt aus (13.5), (13. 6), (13. 7), (13. 8), und (13.9) wirklich (13.4), und 
damit ist der Beweis von (1.9)—(1. 10) beendet. 


(Eingegangen am 5. Mai 1959.) 


23 R. J. Backtunp, Uber die Nullstellen der Riemannschen Pt cata: Acta Math., 
41 (1918), S. 345—575. 


| SUR LA REPRESENTATION D’UNE POPULATION INFINIE 
PAR UN NOMBRE FINI D’ELEMENTS 


Par 
L. FEJES TOTH (Budapest) 
(Présenté par A, Fényt) 


“Diverses questions, par exemple celles des types en anthropologie, ou 
bien d’autres, d’ordre pratique, comme celles de la normalisation des objets 
industriels, exigent pour leur solution la détermination de n représentants 
fictifs d’une riombreuse population, choisis de maniére a réduire autant que 
possible les écarts entre les éléments de la population et ceux de |’échantillon, 
Pécart étant mesuré entre tout élément réel et l’élément fictif qui lui est le 
plus proche.” 

Ces considérations, cités d’un travail de STEINHAUS,! l’on conduit a 
étudier le probléme suivant. Etant donné un corps matériel C, trouver n points 
P,,...,P, de maniére a rendre aussi petite que possible la somme 
I,+-+-+/, ou J; désigne le moment d’inertie par rapport a P; du corps 
partiel de C qui se compose des points Q de C telles que QP;=QP,, 
quel que soit l’indice /. 

Le probléme semble d’étre important dans l’espace de dimension quel- 
conque. Le cas de dimension 1 étant assez simple, nous nous tournerons 
au cas de dimension 2, en étudiant particuliérement le comportement asymp- 
totique de la solution pour de grandes valeurs de n. 

Un disque D est, par définition, un domaine convexe dans lequel une 
fonction positive et continue f(x, y) — la densité du disque — est définie. 
L’integrale m= || FG y)dxdy est appelée masse et le point de coordonées 


} me] | #70 y)dxdy et mn) J 240s y)dxdy centroide du disque. Le moment 


Binertie par rapport au point (Xo, Yo) est défini par l’intégrale 


J [29° + — 91 Fee aay. 


1H. Sreinnaus, Sur la division des corps matériels en parties, Bull. Acad. Polon. 


Sci. as III, 4 (1956), p. 801—804. 
2 Jl semble d’étre facile d’étendre nos considérations 4 des disques mesurables au 


sens de Jordan et ayant une densité intégrable au sens de Riemann, mais dans cette note 
nous ne prétegdons pas a une généralité dans cette direction. 
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Celui atteint, d’aprés un théoreme bien connu de STEINER, un minimum 
absolu /(D) quand (x,,)») coincide avec le centroide de D. 

Nous désignerons par D= D,+--++D,, une décomposition de D enn 
disques partielles D,,...,n. Soient C; le centroide de D; et Df le disque 
partiel composé des points Q de D tels que QC;= QC; pour chaque indice 
jn. Nous dirons que D== D{+-----+Dzr est la division de Dirichlet engen- 
drée par les points C,,...,C,. On a évidemment 


> (Dz Pa I(D?). 


t= 1 
La somme > /(D?), étant une fonction continue des points C;, a un mini- 
J! n 


mum S,, qui est simultanément le minimum absolu de >'/(D,), étendu a la 
it 


totalité des divisions en n disques partiels. La division extrémale est une 
division de Dirichlet engendrée par les centroides de ces propres disques 
partiels. 

En général, la division extrémale n’est pas déterminée uniquement par 
la condition mentionnée et il semble d’étre difficile de trouver une simple 
condition nécessaire ct suffisante. Mais nous allons voir que pour de grandes 
valeurs de n le comportement asymptotique de la solution peut étre 
caractérisé simplement: les disques partiels sont ‘“approximativement” des 
hexagones réguliers de moments d’inertie égaux. Dans ce cas les centroides 
sont distribués avec une densité proportionelle a la racine quadratique de la 
densité du disque et forment “localement” un réseau triangulaire équilatéral. 
La signification exacte de ces déclarations résultera de la démonstration du 
théoréme suivant. | 


THEOREME. Soient D un disque de densité f(x, y), D= D,-+----+ D, une 
division quelconque de D, 1(Dj) le moment a’inertie de D; par rapport a son 


centroide et S,—min > I(D,). Alors on a 
=1 


D 


La démonstration se fonde sur les lemmes suivants. 


Lemme I. Etant donné un disque D polygonal homogéne, ayant au plus 
six cétés, on a pour une division quelconque D= D,-+----+D, 


- VEN ES 
AOE a 


ou f et A désignent la densité et l'aire de D. 
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Ce lemme, intéressant en soi-méme, est un cas particulier d’une inéga- 
ité précédante de |’auteur:* Soient P,,..., P, n points situés dans un héxa- 
gone convexe H/ ayant l’aire A, d(P)—min(PP,,..., PP,) la distance d’un 
yoint variable P au point P; qui lui est le plus proche, da |’élément d’aire 
lans le point P et c(r) une fonction croissante définie pour r=0. Alors ona 


|c(a(P))da=n[c(OP)da 


H 


1 A désigne un hexagone régulier d’aire A/n et de centre O. 


On obtient le lemme I en appliquant cette inégalité au cas 01 les points 
P; coincident avec les centroides des disques D; et pour c(r) =r’. 


LEMME II. Un disque quadratique homogéne D de densité f et d’aire A 
jeut étre toujours décomposé en n=T_ disques partiels D,,...,Dn de 
maniére que 

= : ee 
; : 5/3 fa le a 
erase | 8 n 


Considérons dans le plan de D une mosaique se composant d’hexagones 
éguliers de diamétre d et d’aire a= SL Choisissons d de maniére 
yue na—(/A+2d)’, ce qui peut étre toujours réalisé, si 3\/3.n > 32, c’est- 
i-dire si n=7. Dans ce cas nous avons n’<n, en désignant par n’ le 
1ombre des hexagones situés dans le carré qui provient de D en déplagant 
thaque cé6té en dehors par d. Puisque ces hexagones recouvrent D, notre 
nosaique fournit une décomposition de D en au plus n’ disques_partiels, 
lont les moments d’inertie sont =/f/(h) oii A est un hexagone du réseau de 


3/3 


—— 


lensité 1. Or de la condition n aed (VA+2a) il découle par un calcul 
imple que 
—  \~4 
ed oyA. pose ] 
LO Paar 7 a, [ et 


e qui établit le lemme II. 


LEMME Ill. Soit D—D,+---+D, une décompositicn extrémale d'un 
lisque D donné. En désignant par d, le plus grand diamétie qui se présente 
armi les disques partiels D,,...,Dn, on a lim d, =O. 

n—-> 0 

3 L. Feyes Toru, Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im Raum (Berlin—- 

jottingen—Heidelberg, 1953). 
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Désignons par D" le disque partiel de diamétre d,, et supposons que 
‘lim d,=d> 0. D’aprés le théoréme de sélection de BLASCHKE, il existe une 


suite convergente D", D,... telle que le diamétre de 4= lim D*i est égal 
ad. Or il découle immédiatement du lemme II que lim /(D")=0, donc 4 


n> OO 


ne peut étre qu’un segment de longueur d. Nous supposons que 4 est iden- 
tique a l’intervalle (0, da) de l’axe x. 

Soit Ci le centroide de D*iet D": le disque dont le centroide C* est le 
plus proche de C" parmi les centroides des disques partiels de le décom- 
position extrémale en k; disques. Imaginons-nous la matiére de D*iet D*i con- 
densée dans une “barre” de la maniére suivante: Soit /'(§) l’intersection de 
D*i + D*i avec la droite x =€, ainsi que la longueur totale des deux segments 
dont elle se compose et considérons sur l’axe x une répartition linéaire de 
matiére de densité gx)=[ f(x, y)dy. Puisque la masse 

U+(ar) 
obtenues tend vers ohta.# tous allons considérer les barres 6; de densité 


2i(x)dx des barres 


~ g(x) ot. m;—= max I['(x). 


Les fonctions Lis) = Qe) étant concaves et bornées, on-peut choisir 


de la suite L,(x), L.(x),... une suite convergente L,(x), Ln,(x),... ayant pour 

fonction limite L(x). Or nous avons une suite convergente de barres 6), dn,,.-. 

dont les densités convergent pareillement, 4 savoir vers L(x) f(x, 0). 
Examinons maintenant les suites 


A= D', , A; = D', . j= oul et r = Ci 
Remarquons tout d’abord que le centroide de A+4 converge vers le cen- 
troide C de la barre 6=limd,. Mais 4 et 4 étant séparés par la ligne 
équidistante de 7; et Z;, on a lim/;=lim/’;—C. D’autre part la division 
de Dirichlet de 6 engendrée par les points lim/; et lim; doit étre une 


division extrémale de la barre 6 en deux barres partielles et par conséquent 
ces points ne peuvent pas coincider. Cette contradiction prouve le lemme. 


LEMME IV. Efant donné n quantités réelles x,,...,X, et n quantité 
positives y,,...,Vn, on a toujours 


9 


xi Xn (xi1+ ae + xn)? 

non are > : 

Vi Ty, Vriters +n 

Ce lemme résulte de linégalité de Jensen, appliquée au cas de la fonc- 


tion z= x°/y,y>0, qui est convexe en vertu de 2, 2a Zee et 222= 
as 2/y > 0; 
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La démonstration de notre théoréme ne causera aucune difficulté aprés 
ces préliminaires. Considérons une mosaique réguliére qui se compose de 
carrés de.cété c et remplacons chaque carré par un carré concentrique et 
homothétique de cdté c—e. Désignons d’ailleurs par q,,..., qx les carrés 
contractés situés dans le disque D. 

La division extrémale D=—D,+---+D, implique une division de 
chaque carré g; en un nombre n; de disques partiels. En vertu du lemme Ill 
nous avons a partir d’un certain indice n d,<&; or pour n> ny les disques 
partiels D,,...,D, me peuvent rencontrer qu’un seul carré g;. Donc 
n,,+-:-+n,=n. Or nous avons suivant les lemmes I et IV 


5/3 pha eo syalae) 


Ba a. ofl = 54 n t 
ou f; désigne le minimum de f(x, y) dans q; et A; l’aire de q;. Il en résulte 


lim 2S,= a(S A|- 


Puisque cette inégalité est. valable a chaque valeur de c et ¢ nous avons 


lim ASeol “7a al \Faxay). 


S, = 


Désignons maintenant par Q,,..., Q: les carrés d’une mosaique quad- 
rangulaire, qui couvrent le disque D, par F; le maximum de f(x, y) dans Q; 
et par A; l’aire de Q;. Etant donné le nombre n, on peut trouver des entiers 
N,,..., Nv de maniére que 


N= —|FAinth, 
l 
ou s= 2, VFA et f,,...,/, sont des nombres réels tels que |A;|=1 et 


> h; —0. Choisissons n de maniére que N;=7 (i=1,...,/) et décompo- 


ns chaque carré Q;en N; polygones de la facon décrite dans le lemme II. 
On obtient une décomposition de D en n=N,+-:-+N disques D,,..., Dy, 
Satisfaisant a |’inégalité 


eee: 
53 x F; A; | | 3V3s | 
MOLARS es at DP ees rmerearel Pie = 
n> (Di) tie 4, Shs 8 (Fi Ain-+shi) , 
“ L n 


fl en découle 


eet ol 2 5h3 i i 
lim 2S, Sa | eS VFA; 
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zene) 


Par cela notre théoréme est démontré. 


et puisque cette inégalité est valable pour chaque mosaique quadrangulaire, 
5/3 


nous avons 


54 


— 


lim 7S, 


Fig. 1 


approximativement* réguliers dont les aires varient 


” 


En essayant d’illustrer une décomposition extremale, mon collaborateur 
J. MOLNAR a observé qu’il n’est pas du tout facile de construir une mosaique 


composée des hexagones 


Pour éviter des tels sauts sur la 


se présenter, ce qui est en accordance avec l’idée fondamentale de la 


donc que dans la décomposition extrémale des ,,lignes de dislocation“ doivent 
démonstration de notre théoréme. 


belle figure ci-jointe on devait défigurer les hexagones périphériaux. Il semble 


avec le lieu ,sans des sauts perceptibles*. 


(Regu le 18 mai 1959.) 


SUR UNE PROPRIETE GENERALE DES SUITES 
CONVERGENTES DE FONCTIONS ARBITRAIRES 


Par 
J. CZIPSZER (Budapest) 
(Présenté par G. Atexits) 


Dédié a Monsieur le Professeur Georces Atexits @ l’occasion de son 60° anniversaire 


| Nos considérations se rattachent a la notion de la convergence uniforme 
en un pe rappellons d’abord la définition de cette notion. Soient 
hi, f2,.--,fn,-.. et f des fonctions réelles, définies sur un espace métrique R. 
Par eeuition la suite {f,} converge uniformément en un point x,€R 
vers f, lorsqu’a chaque oo on peut faire correspondre un  voisinage 
W de x, et un entier N tels que l’on ait | f,(x)—f(x)|<e« pour x€ U et 
n> WN (cf. [4], p. 211). Si cette relation a lieu pour chaque point x, de R, 
nous dirons que la suite {f,} converge localement uniformément vers f. Dans 
ce cas, on a évidemment lim /,, (x) == f(x). Si A est un sous-ensemble de 


n= 


et si, en donnant a l’ensemble A le réle de l’espace métrique R de la défi- 
nition précédente, la suite {f,|A} converge localement uniformément vers une 
certaine fonction (définie sur A), nous dirons que {f,} converge localement 
uniformément SUT As 

On doit a H. BLUMBERG le théoreme suivant: A chaque fonction réelle 
f définie sur un espace métrique, complet et séparable, on peut trouver un 
sous-ensemble dense A de R, tel que f/A soit continu (voir [3], p. 120). 
Ce théoreme suggére le probleme suivant posé par M. G. ALEXITS_ 
dans un séminaire mathématique: Etant donnée une suite convergente de 
fonctions réelles, définies sur un espace métrique complet et séparable, 
existe- t-il toujours un sous-ensemble dense de cet espace sur lequel -la suite 
converge localement uniformément ? 
3 M. D. KRALIK et l’auteur ont donné simultanément une réponse affir- 
mative a ce probleme. La démonstration de l’hypothése de M. ALExiTs, basée 
entiérement sur le théoréme précité de BLUMBERG, sera exposée au § 1. 
4 MM. W. Sierpinski et A. ZYGMUND ont démontré |l’existence d’une fonc- 
tion réelle de variable réelle dont la restriction sur tout ensemble de la puis- 
sance du continu est discontinue (voir [9]). De méme, nous montrerons dans 
le § 3 que, en admettant I’hypothése du continu, une suite convergente de 
fonctions réelles de variable réelle peut ne converger localement uniformé- 
ment sur aucun ensemble de la puissance du continu (ou ce qui revient au 
méme, sur aucun ensemble non dénombrable). 
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§1 


1.1 Soient R un espace métrique complet et s€parable, {f,} une suite 
convergente de fonctions réelles, définies sur R. Il existe un sous-ensemble 
dense A de R sur lequel la suite {fr} converge localement uniformément. 


Posons successivement 


f(x) = lim f(x), 


n=O 


u(x) = min (sup |fn(®)—/@)) D) 
h,(x)=4Ent PYDLAY. i 
Bul) + 


wth ed 
a(x) * [hia(x) + [Rs 


(Ent a désigne la partie entiére du nombre réel a.) On a évidemment 


ee 


h(x) = 


(1. 1) lim A, (x)= + . 

En vertu du théoreme de BLUMBERG, cité dans l’introduction, il existe 
un sous-ensemble dense A de R, tel que A\A soit continu. Nous montrerons 
que la suite {f,} converge localement uniformément sur A, c’est-a-dire que 
‘f,| A} converge localement uniformément vers f\A. 

Observons que fA transforme R en une partie de ensemble des nom- 
bres irrationnels de V’intervalle (0, 1). Or, on sait qu’en faisant correspondre 
pour n fixé, 2 chaque élément de cet ensemble le n-iéme quotient de sor 
développement en fraction continue, on obtient une fonction continue sur ce 
ensemble. Par conséquent, la continuité de A|\A entraine la continuite de: 
fonctions h,,|A. Choisissons maintenant un ¢ positif, inférieur a Vunité et u1 
point x,€A. En vertu de (1.1) il existe un N, tel que Ay(%)>e'+ 1. hy|4 
étant continu, cette inégalité sera également vérifiée pour chaque point d’ut 
certain voisinage U de x, relativement a A: 


hy(x)>e'+1 (x € U). 
En comparant cette inégalité a l’inégalité évidente 


nee Y 


n(x) any. 


h n(x) ae 
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on aboutit a l’inégalité gv(x)<¢#, valable pour x € U. Par conséquent, 
|f.(x)—f(x)|<e pour x€Uetn>QN, 


ce qui achéve la démonstration du théoréme. 
| Une analyse de la démonstration du théoreme de BLUMBERG, nous per- 
met de reconnaitre que ce théoreme reste valable dans des conditions plus 
pénérales. 

, L’hypothése que R soit séparable peut étre complétement laissée de 
coté, tandis que I’hypothése que R soit complet,, peut étre remplacée par 
Phypothése moins exigeante que les sous-ensembles ouverts, non vides de R 
soient de la deuxiéme catégorie en R, c’est-a-dire que R soit un espace Gy 
suivant la terminologie de HAusporrF.’ La premiére partie de la généralisa- 
tion est due au fait que le théoreme élémentaire qui intervient dans la 
démonstration du théoreme de BLUMBERG et d’aprés lequel un sous-ensemble 
d’un espace métrique séparable est de premiére catégorie si et seulement s’il 
est de premiére catégorie 4 chacun de ses points, fut étendu par S. BANACH 
aux espaces métriques non séparables (voir [1]). La deuxiéme partie de la 
généralisation ne demande aucune considération particuliére, puisque I’hypo- 
ihése que # est complet, ne sert dans la démonstration du théoréme de 
3LUMBERG qu’a assurer que R est un espace Gy. 

Enfin, au lieu de supposer que f est une fonction réelle, il suffit de 
Supposer que / transforme FR en sous-ensemble d’un espace topologique a 
jase dénombrable. 

; Pour justifier cette derniére généralisation, admettons que f est une 
fransformation d’un espace métrique R du type Gy en sous-ensemble d’un 
space topologique S et que S admet une base dénombrable 6,, b.,.... Dési- 
wnons par C l’ensemble de Cantor et par C, l’ensemble de tous les éléments 
Je C qui admettent un développement triadique dans lequel chaque chiffre 
est différent de 1 et le n-iéme chiffre est égal 4 O. On sait bien que C,, est 


juvert dans C. Soit enfin, pour yéS, r= 2s ol @,=0 ou 2 sui- 
1 


vant que yé€B, ou y€B,. On voit que ¢ transforme S en un sous-ensemble 
de C. Par conséquent, f(y) est une fonction réelle et il existe d’aprés ce 
que nous avons dit plus haut un sous-ensemble dense A de R tel que 


1 Cette derniére condition est d’ailleurs nécessaire. Plus précisément, si R n’est pas 
un espace Gy, Ja thése du théoréme de Briumserc est en défaut. En effet, dans ce cas R 
ontient un ensemble ouvert G qui est la réunion d’une suite d’ensembles H, non vides, 
ion denses et disjoints deux a deux. On voit aisément que la fonction y,, égale an sur 
{et s’annulant en dehors de G, n'admet pas un ensemble dense sur lequel sa restriction 
erait continue. | 
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est ouvert dans C, les ensembles g-!(C,) sont ouverts dans A. Or, en vertu 
de la définition de g, pour x€ A, f(x) € Bn équivaut a g(x) € Cr, c’est-a-dire 
que (f|A) '(B.) =g ‘(C,). Les ensembles (f| A) ‘(B,) sont donc ouverts dans 
A, ce qui implique, eu égard a ce que les B, forment une base de S, la 
continuité de f| A. 

En définitive, on arrive a la généralisation suivante du théoréme de 
BLUMBERG : 


1.2. Si R est un espace métrique Gu et f transforme R en un sous- 
ensemble d’un espace topologique a base dénombrable, il existe un sous- 
ensemble dense A de R tel que f|A soit continu. 


Il va de soi que, si dans la démonstration de 1.1 au lieu du théo- 
reme de BLUMBERG c’est au théoreme 1.2 qu’on fait appel, on trouve la 
généralisation suivante de 1. LS; 


1.3. Si R est un espace Gu, la thése du théoreme 1.1 reste valable.’ 


Voici encore une autre démonstration de ce theoreme qui utilise le fait 
que 1.2 s’applique non seulement aux fonctions réelles, mais a des trans- 
formations quelconques dont les valeurs sont situées dans un espace topolo- 
gique 4 base dénombrable. Cette démonstration est due 4 M. KRALIK. 

Considérons ensemble S des suites convergentes de nombres réels. En 
définissant la distance de deux points {x,} et {ynj de S par la formule 
o({xn}, {Yn}) = sup | Xx— Jal 5 devient un espace métrique séparable. 


La suite des fonctions {f,} peut étre considérée comme une transformation 
F de Ren une partie de S. En vertu de 1.2, il existe un sous-ensemble 
dense A de R tel que F/A soit continu. Par consequent, a chaque point X, 
de A et A chaque #>0 il correspond un voisinage U de x, relativement a 
A pour lequel 

0(F (x), F(X) < € (x € U). 


On a done pour chaque n 
| fn(x)—fulXo)|<@ (x €U) 
et de la, par un passage a la limite, 
f(x)—f%)| Se (EU). 
Il existe enfin un N tel que lon ait 
|fu(X.)—f(x)| Se pour a>N. 
2 Si R rest pas un espace Gy, le théoréme est en défaut. En effet, considérons | 


fonction » définie dans la note 1, p. 307, et posons f, =n! y. La suite {f,,} converge pal 
tout vers 0, mais elle ne converge localement uniformement sur aucun ensemble dens¢ 
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Par conséquent: 
| fn(x)—f(x)|< 32, si x€U et n>QN; 
1.3 est donc démontré. 

Remarquons enfin qu’en étendant d’une facon évidente la notion de la 
convergence locale en un point aux transformations d’un espace métrique en 
sous-ensemble d’un (autre) espace métrique, le théoréme 1.3 reste valable si 
les fonctions qui y figurent prennent leurs valeurs dans un méme espace métrique S 
quelconque. Pour s’en convaincre, il suffit d’appliquer le théoréme 1.3 aux 
fonctions e(f,(x), f(x)), 9 désignant la distance dans S. 


§2 


Nos considérations précédentes ont montré qu’il y a une relation étroite 
entre le théoreme de BLUMBERG et le théoréme 1.1. Dans ce §, nous nous 
proposons de faire encore mieux ressortir cette relation, en revétant les théo- 
rémes d’une autre forme ou il ne sera question que de sous-ensembles d’un 
espace métrique et non pas de fonctions. 

R désignera de nouveau un espace métrique et § une propriété quel- 
conque dont un sous-ensemble de R peut jouir ou ne pas jouir..[ntroduisons 


a 


les propositions suivantes qui se rapportent a l’espace R et a la propriété &: 
. Proposition P,(R,8). Chaque fonction réelle f, définie sur R, admet 
un ensemble ACR a propriété § tel que f|A soit continue. 
Proposition P,(R,8). Chaque suite convergente de fonctions réelles, 
 définies sur R, admet un ensemble A a propriété § sur lequel elle con- 
verge localement uniformément. 


Proposition P,(R,8). Si, pour chaque k naturel, la suite des 
ensembles Cy, Cy2,... est un recouvrement de R, c’est-a-dire que 


(2. 1) R= Ga) DM ire= 172309, 
il existe un ensemble ACR a propriété § qui vérifie la relation 
(2. 2) Ae Wace (k=, 2;>..)- 


n=l 
~. 


Proposition P,(R,8). Si la suite double @ensembles {Cin} vérifie 
(2.1) et en outre elle est non décroissante en n: 
(2. 3) Mat eP: Creare | (ree 2, 
il existe un ensemble ACR 4 propriété § qui vérifie (2.2). 


3 Pour ADB, Int,B désigne lintérieur de B relativement a A, 
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Ceci posé, nous allons établir les relations logiques suivantes: 
(2. 4) P,(R, 8) <> P,(R, 8) > P,(R, 8) <> P.(R, 8). 


En posant pour § la propriété “dense”, on retrouve dans les proposi- 
tions P,(R,S) et P.(R,%) respectivement la thése du théoréme de BLUMBERG 
et du théoréme 1.1 (ou 1.3). L’implication P,—> P, montre une fois de plus 
que le théoréme 1.1 est une conséquence du théoréme de BLUMBERG. 

Indiquons briévement la démonstration des relations (2. 4). - 

a) P,(R,9)->P,(R, 8). En vertu de (2.1), il correspond 4 chaque x € R 
un m,(x) tel que x € Crn,(2). Posons 


Dae Pa bes Ae ee 
Ty)? may) [ne 


En vertu de P,(R,8), il existe un ensemble ACR a propriété 9 tel que 
f\A soit continu. On montre aisément que A satisfait aussi a (2. 2). 

b) P,(R, 3) >P(R, 8). Soit B,, B,,... une base de Vlespace des 
nombres réels. Posons Cy: =f (Bx), Cin —=R—Cur (K=1, 2, ..:;n=2,3,...), 
Les ensembles C;,, satisfont évidemment a (2.1). On constate aisément que 
ensemble A qui correspond, en vertu de la proposition P,(R,S) aux 
ensembles C;,,, vérifie la proposition P,(R, §). 

c) P,(R, 3) > P,(R, 8). Soit 


f(x)- fens 


I 


f k-1 k 
( Si x€ LT Cou — LT Con (Rast [2.9 23, 


fale) = : 
fo, si xcLT Cu. 


(On pose R pour le produit vide d’ensembles.) 
Les fonctions f,,(x) sont définies pour tout x d’une facon univoque et 
elles convergent partout vers 0. L’ensemble A qui correspond 4 la suite {f,} 
en vertu de la proposition P,(R, 8) vérifie aussi (2. 2). 
d) P,(R,9)—> P.(R, %). Soit {f,} une suite de fonctions réelles, définies 
sur PR et convergeant partout vers une fonction f(x). Posons 


C= X: Sup | fin (x) —f(x)| < - (K-51, 2,.3.3 2 =192 ee 


Les C,, satisfont 4 (2.1) et (2:3). L’ensemble A qui leur correspond en 
vertu de P,(R, 8) vérifie la proposition P,(R, 9). 

Les implications démontrées sous a)—d) et l’implication triviale P,(R, 8) — 
+ P,(R,°) fournissent les relations (2. 4). 
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§3 


3.1. Si Phypothése du continu est vraie, il existe une suite convergente 
de fonctions réelles, définies sur la droite numérique E et qui ne converge 
localement uhiformément sur aucun ensemble de la puissance du continu. 


Désignons par Sy la propriété “étre de la puissance du continu”. En 
se servant des notations du § 2, on voit que le théoréme de SIERPINSKI— 
ZYGMUND, cité dans l’introduction, équivaut a la négation de la proposition 
P,(E, 8.) tandis que la thése du théoréme 3.1 équivaut a la négation de la 
proposition P(E, 8x). L’implication P,(E, 3,) > P,(E, Sx) (voir (2.4)) montre 
que la thése de 3.1 entraine le théoreme de ‘SIERPINSKI—ZYGMUND. 
Cette remarque semble motiver le fait que le théoréme 3.1 utilise I’hypo- 
these du continu, tandis que le théoréme de SIERPINSKI—ZYGMUND en est 
_ indépendant. Je crois que l’existence d’une suite convergente de fonctions 
qui ne converge uniformément sur aucun ensemble de puissance N nest pas 
vérifiée sans I’hypothése du continu. (Cf. a ce sujet la note [5] de M. 
POPRUZENKO et le § suivant.) 

L’idée de la démonstration de 3.1 qui suit, est empruntée a la note 
_ [9] de MM. Sierpinski et ZYGMUND. 

Commencons par le lemme suivant: 

3.2. Soit {g,' une suite de fonctions définies sur un ensemble ACE, 
remplissant Vinégalité 0 = g,(x) = 1. Nous supposons encore que la suite {gu} 

converge localement uniformément vers 0. Il existe alors une suite de fonctions 

h, définies sur E et jouissant des propriétés suivantes : 


(3.1) Les fonctions h, sont semi-continues supérieurement, 


| (3. 2) OS Aix) 2 1 Alive Fn 12, ....), 
(3. 3) lim h, (x) =0 (x € A), 
(3. 4) uy expe (ee Ay n= 1) 2;.....). 


Désignons par A la fermeture de A et par %,(x) l’enveloppe supérieure 
de g,(x) pour x€ A, c’est-a-dire 


£.(x)=inf* sup g.(y). 


e>0 yE(x-8, ete)NA 
En posant 
x), Sl <C A, 
Dsl exc A, 


on voit sans peine que ces fonctions satisfont aux exigences du lemme. 


h, (x) = Eu( 
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Nous dirons, comme d’habitude, que la suite numérique a,,@,,... est 
une minorante de la suite numérique 0,,6,,... lorsqu’on a a, = 6, pour 
chaque n, en symbole: {@n}~< {On La relation ~< est un ordre partiel sur 
ensemble de toutes les suites de nombres réels. Désignons par 3t l’ensemble 
de toutes les suites convergentes vers O dont les termes appartiennent a 
Vintervalle [0,1]. Il est bien évident qu’a chaque famille dénombrable de 
suites appartenant a 9i, on peut indiquer une suite de 3t qui ne soit pas 
majorée par aucune suite de la famille donnée. En d’autres termes: }t n’ad- 
met pas de sous-ensemble cofinal dénombrable, ce qui équivaut a dire, en 
admettant l’hypothése du continu: 

3. 3. L’ensemble Xt n’admet pas de sous-ensemble cofinal de puissance <®&. 

Désignons par y le nombre initial de la puissance N. Soit 

NOs Kip. “AAS (E<y) 


un bon ordre de E du type 7. Considérons l’ensemble ® de toutes les sui- 
tes de fonctions semi-continues supérieurement. qui transforment — en un 
sous-ensemble de l’intervalle [0, 1]. Cet ensemble étant de la puissance du 
continu, nous pouvons le ranger dans une suite transfinie du type 7: 


(fa, {iahic cakieie Suelo 


Pour chaque E<y désignons par Ne l’ensemble des suites numeriques 
fi (xo), fi (xe), .-» telles que 7 <& et lim fi (xg) =O. Il est manifeste que Me 


fait partie de Ji et sa puissance est inférieure AN. Le lemme 3.3 assure 


donc existence d’une suite aj, a5,... appartenant a R et qui n’est pas 
majorée par aucun élément de Me: 
(a5) non {a,}~<{fl(xe)}, si n<&E<y et lim fi’ (xe) =0. 


n=O 


Définissons les fonctions f,(x) par la formule: 


frlxe)=as . E<y)- 


Nous allons montrer que la suite {f,} satisfait aux exigences du théoréme 3. 1. 


Puisque les suites {a} appartiennent 4 9, on a 
lim f,(x) =0, OSf,(x) S 1. 


La suite {f,} converge donc partout vers 0. Admettons par impossible que 
cette suite converge localement uniformément sur un ensemble A de le 
puissance du continu. En posant g,—f,|A, nous voyons que les hypothéses 
de 3.2 sont remplies. Il existe donc une suite de fonctions A,, admettant les 
propriétés prescrites par ce lemme. Or en vertu de (3.1) et (3. 2), Ia suite 
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{/,} appartient 4 @, elle est donc identique a l’une des suites {f5} soit igs 
On a donc, en vertu de (3.3) et (3.4), 
(3. 6) lim fi"(x)=0° (x€A), 


n=O 


(3. 7) fm aie a fal a aE Tae VD 
A étant de la puissance du continu, il doit contenir un point x¢, muni 
d’un indice &; >&. En substituent x¢, 4 x dans (3. 6) et (3.7), on aura 
lim fr°(Xe.)=0, ah = fu (Xe,) S fe’ (Xe,)- 


En vertu de la premiére de ces relations et de l’inégalité & <&, la suite 
{fn°(E:)} appartient 4 Re,. La suite {a‘' est donc majorée par une suite de 
Re,, ce qui est en contradiction avec la définition de {a;'} (voir (3. 5)). Cette 
contradiction achéve la démonstration de 3.1. 


§ 4 


Faisons encore quelques remarques qui se rattachent a l’emploi de 
Phypothése du continu dans 3.1. Le seul point ou nous avons utilisé cette 
_ hypothése figurait dans la déduction de la proposition 3.3. Notre théoréme 
_ reste donc en vigeur si, au lieu de I’hypothése du continu, c’est cette propo- 
sition que nous supposons étre valable. La question se pose si, inversement, 
la thése de 3.1 entraine la proposition 3.3. Nous verrons qu’il en est ainsi, 
 pourvu que la puissance & soit réguliére. 

On peut montrer par des artifices connus que la proposition 3.3 
équivaut a la proposition suivante: 

Proposition A,. L’ensemble S de toutes les suites de nombres natu- 

rels n’a pas de sous-ensemble cofinal de puissance <&. 

Considérons encore les propositions suivantes, étroitement liées a la 
précédente: 


Proposition Ag. JI existe un sous-ensemble § de © de la puissance 
du continu tel que pour chaque a€S lensemble des suites appartenant a & 
et majorées par a soit de puissance <N. 


Proposition A;. Jl existe une suite double d’ensembles Cin CE 
satisfaisant aux conditions (2.1), (2.3) et a la condition suivante: quelle que 


soit la suite n,,n.,... de nombres naturels, l'ensemble i He Cin, est de puis- 


sance <\&. 
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Proposition Ay. /l existe une suite de fonctions réelles, convergente 
sur E qui ne converge uniformément sur aucun sous-ensemble de E de la 
puissance du continu. 


Si nous remplacgons dans l’énoncé des propositions A,, A, et A, le 
terme “de puissance < N” resp. “de la puissance du continu” par le terme 
“dénombrable” resp. “indénombrable”, nous retrouvons trois propositions 
bien connues qui furent déduites de I’hypothése du continu, les deux premi- 
éres par MM. S. BANACH et C. KuRATOWSKI, la troisitme par M. W. SIER- 
PINSKI (voir [2] et [6]). De plus, sans avoir recours a I’hypothése du continu, 
MM. BANACH et KurATOWSKI ont démontré I’équivalence des propositions 
qui correspondent par cette substitution aux propositions A, et A;, tandis que 
M. SIERPINSKI a démontré l’équivalence des propositions qui correspondent 
aux propositions A; et A, (voir [2] et [7], cf. encore [8] p. 52—61). 

En appliquant le raisonnement des notes citées avec des modifications 
évidentes aux propositions A,, A, et A,, on trouve les relations 


A, — A, Pigs A, 
et, sous l’hypothése que N est une puissance réguliére, la relation 
A,—> A,. 


On peut établir encore les relations suivantes dont nous omettons la démon- 
stration qui est simple: 


A, —- A, 
et, sous I’hypothése que N est une puissance réguliére, 
A, — A,. 


En résumant, nous pouvons dire qu’en admettant la régularité de la 
puissance N, la thése du théoréme 3.1 équivaut a chacune des pro- 
positions A,—A,. En effet, d’une part elle découle de A, et entraine Ay, 
d’autre part, sous l’hypothése faite, les propositions A,—A, sont équivalentes 
entre elles. 


(Regu le 5 juin 1959.) 
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A PROBABILITY LIMIT THEOREM WITH APPLICATION 
TO A GENERALISATION OF QUEUEING THEORY 
By 
P. D. FINCH (London) 
(Presented by A. REny1) 


1. Introduction 


The fundamental theorem of this paper is the following : 


THEOREM 1. Let {u,} be a sequence of independently and identically dis- 


tributed random variables with common distribution function U(x) such that 
+a 


M (|u|) = | |x| dU (x) < oo. Let v, be a sequence of independently and iden- 


tically distributed non-negative random variables with common distribution 


function V(x) and such that M(v) = i} xd V(x) < co. Let the sequence {v,} 
0 


be independent of the sequence {u,\. Define a sequence of non-negative random 
variables {w,\(r = 1) by the equations 

w,+tu, if w,+u,>0, 

Ur+1 if W,-. + Uu, = 0 

for r=0,1,2,... where w, is a given non-negative random variable with 
m7. W(x). Write W,(x)=P(w, =x) (r=1, 2, ...), then W(x) = lim W,-(x) 
exists. If M(u)=0, then W(x)=0. If M(u)<0, then W(x) is the dis- 
tribution function of a non-negative random variable, that is W(x) is a non- 
decreasing function of x and lim W (x)= 1, further W(x) is independent of 
W,(x) and is the unique (d. f ) solution to the following integral equation: 

6) i, x0; 


0 


2) We)= i Wx—y)dU0)—(1-V@)} | w(—»av0) Hae ae 


a ) Wr 


We remark that this theorem is a generalisation of a theorem due to 
LINDLEY [2] who considered the particular case 7,0 with probability one. 
The theorem of LINDLEY arose in his discussion of the single server queueing 
system and the generalisation of the above theorem permits a like generali- 
sation of the single server queueing system. In the generalised queueing 
system a customer who arrives to find the server idle does not commence 


318 P. D. FINCH 


service immediately on arrival but must wait a time v before he commences 
service where 1 is a member of the sequence of random variables {v,}. Such 
queueing systems arise in situations where the server departs from the ser- 
vice station on the completion of a busy period and returns to it only some 
time after another busy period has started. Such queueing systems are examin- 
ed in Section 3 where we obtain a generalisation of POLLACZEK’s [3] well- 
known formula for the characteristic function of the limiting distribution of 
waiting time when the input process is a Poisson process. 


2. Proof of Theorem 1 
Since w, = 0, we have P(w, = x)=0 for x<0. For x >O we obtain 
from equation (1) 
83) Pa =x) =P(w,+u, Sx, wu = x)—P(w, +4, =0, v.41 >x) (x>0). 


Since 7,4: is independent of u, and vy. for s—1,2,...,7, we obtain from 
equation (3) 


0 : if x<0, 
(4) Wrii(x) = | W.(x —y)dU(V)—{1 VO} | W.(—y)dU(y) if x=0. 


From equation (3) by iteration we obtain 
(5) P(w41 = x) = A,(x)—B,(x) 
where 
A,(x) == P(wo+ uo + a+ e+) fu, SX, uy + up+---+u,Sx,... 
«sy le 1 Op at, Uy ee 


B,(x) = od CO = x) P(w,+u, i 0) + 


“bak (rs Ug eee uy > X, Us ee uy SX, ..., Uy = X)P (Wear + Us. =0). 
Define a sequence of random variables {w;} by the equations 

: : wrtu, if wi+tu,>0 

6 Writs ; : ; ‘ 

(6) a 0 if wr+tu,=0 

for r=O, 1, 2,... with wi—wo. Then for x>0 we have 


P (war y= 4,6) ORS r= ES 
By the theorem of LINDLEY [2], A(x) =lim A,(x) exists and is independent 


of the initial distribution Wo(x) of wo. If M(u)=0, then A(u)=0 and if 
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M(u) <0, then A(x) is a distribution function. Since 0 = P (w,41 = x) = A,(x), 
it follows that in the case M(u)=0, W(x)—lim W,41(x)—O0. It remains 


then to consider the case M(u) <0. Since the existence of A(x) follows from 
the theorem of LINDLEY in order to prove the existence of W(x) it will be 
sufficient to prove that B(x) = jim B,.(x) exists. 


Let ¢. denote the event ‘(w, + u, <0}, then it is clear from equation 


(1) and the theorem of LINDLEY that in the terminology of FELLER [1] the 
event «, is an aperiodic certain recurrent event. Thus lim P (w,-+u, <0) 


exists and is equal to the mean recurrence step number. It follows from the 
expression for B,(x) that B(x)—lim B,(x) exists, is independent of Wo(x) 
and is given by 

lim BAx)= [lim P(w,+u, = Ps » Pv. + it laa ts > x, 


(7) 
ios 6 Baik 
where uw =O and the 7,,u, have been reordered in an obvious way. The 


infinite series on the right-hand side of equation (7) is convergent; this may 
be seen by noting that 


1=B,(x)= [ min P(w, + us =0)] 2 P(r tant + tu, >X, 
Uy +u2+++++us =X,...,Us =X). 


Thus the convergence of the infinite series will follow if we show that 
_ P(w,-+ us = 0) > 0. Since min PW. os = =0)>0 for any finite value of 
F a remains to show that te cannot have Jim P (w,-+u, =0)=0, that is 
that the mean recurrence step number of the ‘event é, is finite. But the mean 
recurrence step number of the event ¢, is just the expectation of the number 
of steps to the first zero of the sequence of random variables {w;} given by 
(6) with wi having the d.f. V(x). Since M(u)<O and M(v)<o, the 
required result follows from the theorem of LINDLEY. 

Thus the existence of W(x) has been established. It remains to prove 
hat W(x) is a distribution function. Since W(x) = lim W,(x) and the W,(x) 
are non-decreasing functions of x, it is trivial that W(x) is a non-decreasing 
function of x. We shall prove next that fim W (x)= 1. To do so we remark 


that the joint occurrence of the inequalities wrptu,=x and v1 =x together 
mply the inequality w,,1 =x and hence 


P (Wrst = x) = P(w,+ u, = G Ura = = x) 


ee 
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and hence by iteration 
P(r =x) = P(wotuotmte tu SX Ut Fur SX,-.. 
(8) weep Up-1 Up + Uy SX, Vr fly SX, Cry = x). 


Since W(x) exists and is independent of the distribution of w», there is no 
loss of generality in taking wo—w with the d.f. V(x). In this case the 
inequality (8) can be written in the form 


P(w,11x)>P(U,=x for s=0, 1,...,7+1) 


where U,= vy uy Uy-1-+ +++ +1 and u =O. 
The events E,(x) =[U, = x for s=0, 1,..., 7] are monotonic decreasing 
and hence by the property of probability measure lim P(E,(x)) = P(E(x)) 


r->@ 


where E(x) is the limit event [U, =x for all s = 0]. Thus 
W(x) = P(E(x)). 


In order to prove that lim W(x)=1, it is sufficient therefore to prove that 


—> © 


lim P(E(x))=1, but this equation follows at once from the strong law of 


large numbers since M(u)<0 and 0< M(V)< -~ by an argument similar 
to that used by LINDLEY [2] in the corresponding part of the proof of his 
theorem. Thus W(x) is a distribution function. 

It remains to prove that W(x) is the unique (d.f.) sulution to equation 
(2). That W(x) is a solution to the integral equation (2) follows at once from 
(4) by LEBESGUE’s convergence theorem. To show that it is unique it is suffi- 
cient to suppose that W*(x)’is another solution which is a distribution fune- 
tion. Taking Wo (x)= W*(x) we obtain from (4) W,(x)=- W*(x) for each r 
and hence W*(x)= W(x). The proof of the theorem is complete. 


3. Application to a generalisation of queueing theory 


Consider a single server queueing System at which customers arrive at 
the instants 1, 12,...,4,,... where {r,} is a renewal process, that is the 
t,=T,—T,1 (N= 1), t=O are independently and identically distributed 
non-negative random variables with common distribution function A(x) and 


finite expectation a— M (t,) = | xd A(x). Let the service time of the nt 
0 


customer (that is the customer arriving at 7,) be s, where {s,} (n=1, 2, ...) 
is a sequence of identically and independently distributed non-negative ran- 
dom variables with common distribution B(x) and finite expectation 
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jee) 


b= M(s,) = | xd B(x). We suppose also that sequence {s,!} is independent 


0 
of the input process {t,}. Let customers be served in the order of their 
arrival and let customers queue for service no customer departing until he has 
received service. Let {vn} be a sequence of independently and identically 
distributed non-negative random variables, independent also of the input 
process {t,} and the sequence of service times {s,} with common distribu- 


tion function V(x) and finite expectation »— M(v,) = | xdV(x) If the nth 


customer arrives to find the server busy, then he commences service as 
soon as the (n—1) customer finishes service, if he arrives to find the server 
idle, then he waits a time v, before starting service. Let w, be the time the 
n customer waits before receiving service, then 


Wrtun if wrztu,>O, 


Wisi = 
a Me if wea, =0 
where u,—=S,—tf,41 and the random variables u, (n—1,2,...) are inde- 
pendently and identically distributed with common distribution function 
- given by 
(9) U(x)= | BY+xdA(y) 
0 


4 


and expectation M(u)-— 6—a. By the theorem of the previous section a limit- 
ing distribution W(x) for waiting time exists if and only if M(u)=— 
= M(s)—M(f)<0 and is then uniquely determined by the integral equation 
(2) where U(x) is given by (9), and is independent of the initial distribution 
for wr. 
: Throughout the rest of this paper we shall suppose that M(s) < M(t) 
so that the limiting distribution exists. 

Unfortunately it is not possible to solve the integral equation (2) 
explicitly in the general case. In the important practical case when the input 
‘process is a Poisson process, that is, A(x) =1—e’* (x =O), it is possible 
to determine the characteristic function of the limiting distribution W(x) 
| by the method due to LINDLEY [2]. Thus in the case A(x)—1—e” 
(x = 0) equation (9) becomes 


(10) U(x)= | Bey +xhe*ady. 


0 


yy + 
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Introduce the following notation: 


ioe) 


@(t) = | e'AW(x), w(t)= — | e-aB(x, 6(t) = Jewavey 


v- = 
We shall prove the following theorem: 


THEOREM 2. In the case A(x)=1—e* (x 20) we have 


(ig) y (0) =C}A(x)— Lente) +4 a aCe AGS) AL —weO)| 


where the constant C is the probability a customer arrives to find the server 
idle and is given by 


M(s)\\, , MQ} 
ma \ 1! gy) 


(12) C=}1— 
We remark that equation (11) is a generalisation of the well-known 
formula of POLLACZEK—-KHINTCHINE (POLLACZEK [3], LINDLEY [2]). 


Proor. Define a function W*(x) for all x by the equation 


(13) W*(x) = | W(x—y)dU(y). 


For x <0 we obtain 
Wx) =Ce* 
where 
c= w= | w—yaUG) 
because of (10) 2 
Taking Fourier transforms of equation (13) gives 


+00 tes) +o - 


(14) | ett W*(x)= | etd W(x) | ed U()). 
-o 0- a) 
Equation (11) follows from (14) by noting that for x = 0 


W*(x) — W0)-+1—V@)} | W(—y) dU) 
and hence that po 


+00 


“emdwe(xy— | ed W(x) + |e dW(x)—C | ea). 
aig o- O- 


-@ 
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Since 4'— M(t) and since 


‘we obtain (12) from (11) by the limiting process +0. 

In order to obtain the limiting distribution of queue size on an arrival 
or a departure we remark that if @.(7) (k=O, 1, 2,...) is the probability that 
the nt arrival finds k customers in the system, then 


Qo(n) — P(Wr-1+Sn-1 = i); 


(15) = 
a Q:.(n) — P(W,-j + Sn-j = En-jHl + En—ji2 + tos ++ t) (n > = 1). 
=) 


The equations (15) follow from the fact that if wy_;+S.-;> trjath-ywete 
::-+¢,, then the (2—/) customer has not departed when the nt" customer 
arrives and thus the number of customers present on the nt’ arrival is not 
less than j. Conversely, if this is so, then wy_;+ Sn; > fej thpetee th. 
From the existence of a limiting distribution for w, we deduce the existence 
of a limiting distribution Q;—lim Q,(n). 

In like manner if R,(n) (k=O, 1,2,...) is the probability that the nt 
customer leaves k customers behind him on departure we have 


Ro(n) = P (Wn + Sr = tnt); 
YY 2, Re(n) = PW tn > tert tse t ++ + boss) (== A Jz 4). 
= =j 


We deduce that a iimiting distribution R, = limR,(n) (k=O, 1,2, ...) exists. 
From (15) and (16) we see that 


Ro(n) = Quin +1), 2 R(t) = X Qa +/) 
and hence 
Q: = Rx (Ke-0,1,°.;:). 
Thus we have 


THEOREM 3. Jf Q;(n) (resp. R(n)) is the probability that the n™ arrival 
(resp. departure) finds k customers in the system (k=O,1,2,...), then 
limiting distributions Q)—l\lim Q,(n), Ry = lim R.(n) exist and Qe=R, 
(0, 1,2>.-.). 

In particular cases it is often easier to determine the distributions 
Q,, (Rx) directly rather than through the limiting distribution for waiting time. 
For example, we shall prove the following theorem: 


i == 
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THEOREM 4. Jf A(x) =1—e* XZ 0), then the generating function 


R(z)= =, R,2" is given by 


(17) R(2) = Ri(k()—ZF@)/E@—2) 
where 

| Mi, , MOT 

R= |\— Fat Me” 


kK2Q)= Dbz, K@= D2", 
and 

(axl CAE] 

Kn = ee eh d B(x), k,, = { GAY e-e dC(2), 
0 0 
C(x) = | B&—ya VO). 
v- 
ProoF. It is easy to see that the limiting distribution {R,,} satisfies th 

equations 


(18) Ry = Rusiko+ Rakit-+s + Rikn + Roki (n= 0, 1,23 


Equation (17) follows at once from (18). The constant Ry can be obtainet 
directly from (12) or from (17) by considering lim R(z). 
z>1 


EXAMPLE. Suppose that A(x) = 1—e*" (x = 9), B(x) = 1—e* (x20 
V(x) =1—e-”" (x 20), then (17) gives 


a—(\A\(i+4) 


pm} (2 aetallcte)| =m 


and from (11) the distribution of waiting time has characteristic functi¢ 


yay 4 Na eomi die 1 A 1 
p(t) = (+7) c| Atrv—u v—it - it+yv—p p—i—te 
and hence 
W(x) =1— (u —A) (y—#) ip gasernait eA: eth eWay (x =a 


u(A+ v—y) 


A PROBABILITY LIMIT THEOREM 325 


Acknowledgement 


This paper was written under a grant from the Ford Foundation. 


RESEARCH TECHNIQUES DIVISION, 
LONDON SCHOOL OF ECONOMICS 
. 


a (Received 15 June 1959) 


Bibliography 


Oy W. Fetter, Introduction to probability theory and its applications, (1958). 
4 D. V. Linptey, The theory of queues with a single server, Proc. Cambridge Phil. Soc., 
48 (1952), pp. 277—289. 
] F. Pottaczex, Uber eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitstheorie, Math. Zeitschrift, 32 
c er pp. 64 and 729. 


7 


wae aoe SMBs TF 


) sch eet uty epee eae ow 


ete |} prvi vse chan yaoi Ole 4 
wt o0) ohotes) oe oo alge aie » 


aia 
li pemul 


wt Caan % ong 


ON THE DISTRIBUTION OF QUEUE SIZE IN QUEUEING 
PROBLEMS 
By 
P. D. FINCH (London) 
(Presented by A. Rény1) 


1. Introduction 


We discuss the queueing system GI/G/m (for the meaning of this nota- 
tion see KENDALL [3]). In this queueing system customers arrive at the 
instants t,,f,...,¢,,... where the process {f,} is a renewal process, that is 
the inter-arrival periods t=f,—f-1 (n=1, 2,...), fo—=0O, are independently 
and identically distributed non-negative random variables with common dis- 
tribution function A(x). There is given a sequence {s,} (n=1,2,...) of 
independently and identically distributed non-negative random variables with 
common distribution function B(x), the sequence {s,} is called the service 
‘time sequence and is supposed independent of the input process {f,}. If a 
customer arrives to find at least one server idle, then he commences service 
immediately, if he arrives to find all the servers busy and n customers 
waiting (n=O, 1,2,...), then he waits until a server is idle and no customer 

is waiting before him, he then commences service immediately. There are m 
“servers (m=1) and the service time of the customer who arrives at f, is Sy, 
irrespective of which server provides the service. 

Introduce the following notation. Let the system be said to be in the 
state FE, (K=O, 1, 2,...) if there are k customers present and define a random 
variable 7(¢) as follows: 7(t)—k if at time f¢ the system is in the state E;, 
‘(k=0,1,2,...), and write —7(t,—0). Let w, be the waiting time of the 
customer who arrives at the instant ¢,, define a random variable ©, by the 
equation ©,—7(t.+wW»+ts,+0). Define the probabilities P.(f), Q:(a), 
R,(n) (k=0, 1, 2,...) by the equations 

Ps(Q)=P(HM=h), Aa(A)Y=—P(m=A), Ri(r) = Pn =). 
‘Thus R,(n), for example, is the probability that just after the n‘ customer 
(that is the one who arrived at ¢,) completes service the system is in the 


State Ex. 
Throughout this paper it will be assumed that the distribution functions 


A(x), B(x) are absolutely continuous and that each of the expectations 


M(x) =| xdA(x) and M(s)=J xdB(x) exist. 
0 0 
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We shall prove the following theorems: 


THEOREM 1. Jf mM(s) < M(t), then the following limits exist and define 


a probability distribution: 
P,, = lim P;.(0) (K=O s2e se 
t+>o 


> P.=1. 
k=0 


Further lim >) kP;(t) exists and 
t>o k= 1 
lim > kP.(t) = > kPx 
t>o k=l | 
whenever either side is finite. 
More generally we prove under the same conditions, mM(s) < M(t). 


THEOREM 2. /f {&,} is a monotonic increasing sequence of positive num- 
bers (n=O, 1,2,...), then for any N=1 the following limit exists and de- 
fines a probability distribution: 


lim P(i()=4, n(t+6) =, se5y (t+ §y) = ky). 


THEOREM 3. /f mM(s)<M(c), the following limit exists and has the 
stated value: 


lim A) == (J, 


t->@ 


THEOREM 4. Jf m==1, M(s)< M(t), then 


lim Po(f) = 1— Mey 


THEOREM 5. Jf mM(s) < M(c), then the following limits exist: 
a, 0t = lim P(Oi(t+0)=1O+1\nO=k) (k=9,1,2,.- ); 
D.Or= lim P(1(t+- 01 = n()—1\9() =k) (k= 1, 2.200 


and 
Qn Px == O41 Prt. 


Further if Q,=lim Q.(n), Ry=lim Ri(n), then 


Qr= Ry M (t)a. Py. 


eo 
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In order to prove these theorems we require the following results: 
Let k(t), F(t) be distribution functions of non-negative random varia- 
bles. and consider the sequence of distribution functions 


Fr(t)=K(b, 


P= |FLM|t—u)dFu)  (a=1,2,...) 
0 
and place 


Hx(t) = > F(t). 


nu 


Write F(t) €S if for some k=1 the A" iterated convolution of F(k) with 
‘itself possesses an absolutely continuous component. 
The following lemma and theorem are due to SmitH [7]: 


LemMA S. /f for t=O w(t) is bounded and lim w(t)=0, then 
lim =| w(t—u)dHx(u) =0. 
to 
0 
THEOREM S. /f 
(i) w(t) is bounded for t= 0, 
(ii) w@ €Li(, ev), 
(iii) lim w(t) = 0, 
t+o 
(iv) FY) ES, 


@ 


(v) m= | udF)< ~, 


then 
t o 
‘ Oe oe 
lim | w(t—u)d Ax(u) = ACES) | wu)du. 
y t>o . 1 : 
REMARK. We remark that if condition (ii) is relaxed and replaced by 
(ii)’ w(t) 2 0, and | w(t)dt diverges to +0, 


0 


t 


lim | w¢—u)dHx(u) == oo, 


t>o@ 0 


then we obtain 
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2. The existence of the limiting distribution {Pi} 


It is known that when mM(s) < M(t), the event R “a customer arrives 
to find all the servers idle” is a certain aperiodic recurrent event with finite 
mean recurrence time (KIEFER and WoLrowirz [4] and [5)). Suppose that 
the event R occurs at the instants 01, 02,...,On,..-, So that {o,} is a renewal 
process and let F(x) be the common distribution function of the indepen- 
dently and identically distributed non-negative random variables (6;,—9On-1) 
(n= 1, 2,...; 00). Suppose also for simplicity that the system starts from 
the state Ey. Consider an instant of time u+o, where the event R occurs 
at the instant o, and let y,(u) be the joint probability that 7(u + 0,)=* and 
On4i— On > U. Thus 

W(u) = P(n(u + On) =k, Ons1— On > U) 
and 


(1) lu) = > valu) = 1 FW). 


Write H(u) = > F®(u) where F™(u) is the n-fold iterated convolution of 
n=l 
F(u) with itself. Then we.have 


(2) Px(t) = | v(t—u)dH(u) + (0). 


If we show that the conditions of Theorem S are satisfied it will follow from (2) 
that P, —lim P,(t) exists and is given by 
t>o 


(3) P= | w(udu 
0 


where “= | udF(u). 
We remark firstly that y,(u) is bounded by unity and that from (1) 
lim sup y,(w) = lim {1—F(u)} = 0. Thus lim y,(u)=0. Under the assump- 


tion that A(f), Bit) are absolutely continuous it follows that F(t) € S. It remains 
to show that y,(u) € Li(0, ©). Because of the absolute continuity of A(), 
B(t) the function y(u) is absolutely continuous in uw and hence integrable 


over any finite interval. In order to prove that | w,.(u)du exists it is sufficient 
0 


to note that O=%,(u)=w(u) and _ that | w(u)du= | {1— F(u)} du = m 
(since uy < cx). 0 0 
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Thus applying Theorem S to (2) we deduce (3). 
Since 


du = | w(ujdu= mM , 


0 


S| moran = J > Pe (uyi 


we have yaa and {P,} forms a probability distribution. 
To prove the second part of Theorem 1 we note that from equation (2) 
we have 


(4) M(x() — SkPA) = | O¢—saHw) + © 


where @(t) — a, k(t). 
k= 


From equation (3) we have, whenever >) kP; < «, 
| O(t)dt =u: SkPy. 
0 — 


Thus ®(#) € L:(0, -). If we show that lim ®(f)—0 and that (ft) is bounded, 


- t>o 
it will follow from equation (4) by an application of Theorem S that 
whenever >) kP, < 
lim M((¢)) = > kPx- 
t>o 


In order to prove the required properties of the function ®(t) we note that 
@(t)=P(o>t)M(n(é)|o> 2) where o has the d.f. F(x) and is a random 
variable specifying the time interval between successive occurrences of the 


event R and the event R occurs at tf —0. 
Write u(t) for the number of arrivals in (0, 7], then it is evident that 


M(7(t)|o >t) = M(u(t)|o >2). Thus 
P(t) = P(o > t)M(u()|o > 8). 


Write M(x) for the conditional expectation of the number of arrivals be- 
tween consecutive occurrences of R given that the time interval between these 


occurrences is x. Then 
P(>1)M(u()|o>t)= | Ma(x)d FC). 
ie 


@ 


Write Mr= | Mp(x)dF(x) for the expectation of the number of arrivals 


0 ; 
between consecutive occurrences of R. Since the event R has finite mean 
recurrence time and since the expectation of the time interval between arri- 
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vals is finite, My < oe, thus 
@ 


@(t) = | Me(x)dF(x) = Mn < e. 


t 


From this inequality we deduce that @(¢) is bounded and that lim O(t)= 0. 
t>o 


Thus the second part of Theorem 1 is proved in the case > kPe< oo, 
Finally, we note that when > kP; diverges, it follows that lim DkP;(0) == + co 
; t+o 


from equations (3) and (4) and the remark following Theorem S. 

The proof of Theorem 2 is similar and we describe briefly the proot 
in the case N—1, the case N>1 offers no difference in principle. Consider 
an instant of time (u-++o,) where the recurrent event R occurred at o, and 
let W,.(u, u-+ x) be the joint probability that 1(u)— k, 7 (u +x) ==! and that 
O41 —O, > U. ' 

Write P,.:(t, t-+x)=P(i—-k, n(t+x)—)), then we have 
(5) Pu(t tx) = | Yn,(t—u, t+ x—u)dH (u) + Yu,i(t, f+). 

Applying Theorem S to equations (5) we deduce Theorem 2. 

Explicitly we obtain 


© 


Py.,1,e = lim P(t, t+ x) = We, (u, u+x)du. 


1 
io HM, 
0 
To prove Theorem 3 we note that it follows trivially from Theorem 1 
in the case > KP; < ce. In case >» kP, diverges the theorem follows from 
equation (4) by Lemma S since @(t) is bounded and — 0 as was proved above. 


3. The determination of P, for the single server queue 
Let M,(t) be the expectation of the number of transitions Fy — Exyi 
(k=0,1,2,...) occurring in the time interval (0, ¢] and let N,(é) be the 


expectation of the number of transitions E,— Ex.1 (kK=1,2,...) occurring 
in the time interval (0, ¢]. Then 


(6) My-1(t)— Ni (t) = P(n(t) = &) (A= 2 eee 
Thus, if M(t) = 2 M(t) is the expectation of the number of arrivals in (0, f] 


and N= 2 NO) is the expectation of the number of departures in (0, £), 
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we have 
(7) M(t)—N(t) = M(7)(0)). 
By the elementary renewal theorem due to Doos [2] we have 
tim MO _ ime", 
t+ oo 
and hence from (7) and Theorem 3 
tim SO tcayy 
t>o 


Place s(t) = 1 if 4(t)—=0 and €(t)—0 if n(t)>0, then M(&(t)) = Po(f) and 


y(t) = -|toa is the total idle time in (0,¢). We have clearly by WALD’s 


equation 
t— M(s)N(t) + M(z(0)) 
and thus 
7 an M(x) _ | MO) 
Se Se eee erage 


_ Since 


4 


t 


lim MG) - iim | Popa =n, 


t>o t>o 


we obtain Theorem 4. 


4. Proof of Theorem 5 


‘We have evidently 
M,.(t+ 6t) = M.() + P(n() = 4, n(f+6t =k+1)+0(08) (k= 0), 
N,(t+0t) = N.(t) + P(n() =4, n(t+ ot) = k—1)+0(0P) (k = 1). 


Thus from equation (6) we obtain for k= 1 


18) P(n¢+6) = H—P(n = 4) =P(n®) =k-1, n¢+ 4) =4)— 


—P(n(t) =k, n(t+ dt) = k—1)+0(0P). 


From Theorems 1 and 2 we deduce that 


; (9) 


lim P((t) =k—1, n(t+ 0t) =k) = 
=lim P(n(t) =k, n(t+ ot) =k—1)+ 0(0F). 
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Note that 
lim P(y(t) = k—1, n(t+ dt) = k)= 
t>+o 
= lim P(y(t+ 00) = (+ 1)P(QV®=k-1 n(t-+ dt) =n(t)+1)= 
t+o 
(10) [MO] Qdt+o(6f) (k=), 
since jim P(n(t+0t) =n(+1)= dt[M(x)] | from a well-known renewal 
theorem due to BLACKWELL [1], and lim P((t) =k k—1|n(t+6t)=7@)+1) 


is the limiting probability an arrival finds the system in the state Fy-1. 
From (10) we deduce the existence of the limiting density 


a, 6t = lim P(n(t-+ 0t) = y(t) + 1\9(4) =4) (k = 0), 
t>o 
and hence from (9) we deduce the existence of the limiting density 
6, 0t = lim P(q (t+ 68) = n(f)--1|\n() =4) (k 21). 
t>+o 


From (10) we have 


(11) Oy Py = bx Prt (k=0,1,4 wank 
and 
(12) ax Px =[M(a)]' Q (k=0, 1, 2,...). 


If we write bdt= lim P(7(¢+ 0t) = 7(t)—1) we obtain in a manner similar 
to the derivation of (10) 


lim P(n(t) =k, (t-+-6t) =k—1) =bRr10t+o0(0F) — (k= 1). 


Hence 

(13) baiRei=bR,  (k=0,/1,27°°.): 
From (11), (12) and (13) we obtain 6=[M(x)]' 

(14) M(r)ai.Px= Qe = Rx, 


since > Q.= > R,=1. 
Theor 5 is therefore established. 


Remark. As an example of the use of Theorem 5 consider the queueing 
system GI/M/m, that is the system when the service time distribution i 
negative exponential, B(x) 1—e™“* for x =O. We have then 


ku dt keel i), 
ime if k=m,m+1,m+2,.... 


k = 
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From equations (11) and (14) we obtain 


A pW 1 
Pel a 2 :|-—4), 


mu Me =I 
- 
Husrery 3 es (kK=1,2;...,m—l), 
Feces ipo 
= in K-41 (k=m,m+1,...) 


where &'— M(t) and “u '=M(s). This result has been obtained in an- 
other way by Takacs [8]. 

REMARK. The identity of the distributions {Q,}, {Rx} has been proved 
for the m-server queueing process when the distributions of inter-arrival 
period and service time are each absolutely continuous. In the case of the 
single-server queue it is easy to give a proof of this result which does not 
make the assumption of absolute continuity. Thus if w, is the waiting time 
of the n'" customer we have 


(15) Qo(n) = P(w,.1 a Sn-1< 7) 
and more generally 


(16) Pa Q.(2) = P(Wa-5 + Sn-7 = Trp + +++ + Tr) (n>j = 1). 
=J 


Equation (16) follows from the fact that if W»_;-+ Sn-; 2 Tr-j41+ ++: + Tn, then 

when the n‘* customer arrives, the (n—~/)" customer has not departed and thus 

4%, = Jj; conversely when 7, = /, we must have wy; +Sn-; = Tn-jp1+ +> + Tn. 
In like manner we have 


; (17) Ro(n) a P(w,+ Sn < Trt), 
(18) es R,(n) ao P(w,, + Sy ==, Tug ae Tn42 oe ee =F Tn4j) (n = SES Li): 
my 


Equation (18), for example, follows from the fact that if w+ Sn = T+ 
4 y.y-+-++++Tn4;, then when the n customer leaves, the (n+-/) customer 
will have already arrived and thus ¢, =/, conversely if 6, =/, then we must 
mave W.+ Sn = Tait Ta2t-o? + Tay. 

From equations (16) and (18) we obtain 


Qo(n) = Ro(n—1) es Sa sn); 


Law=LRn-) >=?) 
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From these equations and the existence of a limiting d. f. for waiting time 
(see e. g. LINDLEY [6]) the result follows. 
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ON MAXIMAL PATHS AND CIRCUITS OF GRAPHS 


By 
P. ERDOS (Budapest), corresponding member of the Academy, 
and T. GALLAI (Budapest) 


Introduction 


In 1940 TuRAN raised the following question: if the number of nodes, 
n, Of a graph’ is prescribed and if / is an integer =n, what is the number 
of edges which the graph has to contain in order to ensure that it necessa- 
rily contains a complete /-graph? TURAN gave a precise answer to this ques- 
tion by determining the smallest number depending on n and J, with the 
property that a graph with n nodes and with more edges than this number 
necessarily contains a complete /-graph ([9], [10]). More generally, the 
question can be posed, as was done by TurAN: given a graph with a 
prescribed number of nodes, what is the minimum number of edges which 
ensures that the graph: necessarily contains a “sufficiently large” subgraph 
of a certain prescribed type? An alternative formulation of this question is as 
follows: the number of nodes being fixed, we seek the maximum value of u, 
_ being such that there exists a graph with w edges which does not contain 
ea subgraph of the type in question with more than a certain given number 
‘of nodes. In our paper we are concerned with this problem for the case in 
which the types of graphs considered are paths, circuits and independent 
edges. (These terms are defined in § 1.) 

Our results are not exhaustive, because, in general, we only give an 
estimate of the extremal values, only in isolated cases — for certain special 
‘values of the number of the nodes — do we succeed in determining the 
extreme values and the “extreme” graphs completely. Here are some of our 
tesults capable of simple formulations 

Every graph with n nodes and more than (n—1)l/2 edges (l= 2) con- 
tains a circuit with more than | edges. The value (n—1)l/2 is exact if and 
only if n=qg(/—1)+1, then there exists a graph having nm nodes and 


1 The graphs considered in this paper are all finite, every edge has two distinct end- 
‘nodes, and any two nodes are joined by at most one edge. 
1. c. letters always denote non-negative integers, n always denotes an integer = lg 
A complete I-graph is a graph with / nodes, every pair of distinct nodes joined by an edge. 
A graph is ‘said to contain its subgraphs. (See § | of this paper and [6], pp. 1—3.) 
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(n—1)l/2 edges which contains no circuit with more than / edges. (Theorem 
(2o1)s} 

For all n=(k+1)°/2, kK21, every graph with n nodes and more than 
nk—k(k-+1)/2 edges contains a path or a circuit with more than 2k edges. 
The value nk—k(k+1)/2 is exact. (Theorem (3. 6).) 

For our proofs we need a group of theorems different from the above, 
which are of interest in their own right. In these it is not the number of 
edges, but the fact that every node has a sufficiently high degree (the degree 
of a node is the number of edges incident with the node), which implies 
the existence of a “‘sufficiently large” subgraph of «a prescribed type. This 
class of problems was first considered by ZARANKIEWICZ [11] and Dirac [3]. 
From among these older results we require two theorems due to Dirac ({3], 
Theorems 3 and 4), for which we give new simple proofs in § 1. (A simple 
proof of Theorem 3 can be found in [8].) We also prove some new theorems 
of the type just now discussed. ~ 

In § 1 we present the necessary preliminary notions and some lemmas, 
and we prove the theorems pertaining to the ZARANKIEWICZ— Dirac field of 
problems. In § 2 we carry out the estimations connected with problems of 
the TURAN type. In §3 we determine two extremal values exactly for a 
sufficiently large number of nodes. In § 4 we determine the maximum num- 
ber of edges in a graph of n nodes and at most k independent edges. We dis- 
tinguish our more important results from the less interesting assertions leading 
to them by the appellation “Theorem”. 


§1 


(1.1): Let M={Pi,..., Pa} bea finite non-empty set and: let the se 
of all unordered pairs of distinct elements P,P; =P;P; (ij) of M be 
denoted by N. (If n= 1, then N is the empty set.) The elements of M ar 
called nodes, the elements of N are called edges, and the edge PP; is sai 
to be incident with the nodes P; and P;. Let Ni be an arbitrary subset 0 
N,M and N, are said to define a graph I’ =(M,N;,). The elements of A 
and N,, respectively, are the nodes and edges of J”. If P,P;€ Ni, then F 
and. P, are said to be joined (in I”), or'we say that the edge P,P; exists (in DY 

The graph /’=(M,N) is called complete, more exactly a complet 
n-graph. The graph I’=(M,N—N:;) is_ the complement of the grap 
I = (M, Ni). 

Let N’ denote the set of pairs of elements of the finite set M’ and | 
NicCN. The graph J”’==(M’, Ni) is called a subgraph of the grap 
(=(M,N,) if M'CM and NiCN,. We also say that J” contains I’ an 
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that 7” isin 2. If Z” is a subgraph of J’, then the graph [1] = (M,, N’ n M1) 
is called the subgraph (of 1”) spanned by I” or by M’ in T. If P is anode 
of the graph 7’, then 7—P denotes the graph obtained by deleting P and 
all edges incident with P from I. 


(1.2) If a (1—1) correspondence can be established between the nodes 
of the graphs J and J» so that nodes joined in one graph correspond to 
nodes which are joined in the other and, conversely, then the two graphs 
are regarded as identical, and this is expressed in symbols by /\—TJ>. 

The number of nodes and edges in the graph J’ is denoted by -t1(J’) 
and (J’), respectively. 

The number of edges incident with the node P in the graph J” is called 
the degree of P in I. If there is no room for misunderstanding, then we 
speak of the degree of P for short, and denote it by o(P). If o(P)—0, then 
we call P an isolated node of I’, if e(P)—1, we call P a terminal node of I’. 

A graph L is called a loop, more accurately a P-loop, if a series? 
P,,..., Pn, Pusi (221) can be constructed from the nodes of L so that every 

node of L appears in the series, P= P,, the nodes P,,...,P, are all dis- 
its wi >-),, and if n>1, then PiiisP,-1, and the set of edges of L 
consists of P;Pi1 (i=1,...,n). It is easy to see that we can form in at 
most two ways from the nodes of a P-loop a sequence of the required pro- 
_perties and that P,,; is uniquely determined. P is the /nitial node of the 
loop and P,1 the final node. The loop is also said to start from P and to 
| lead to Pnsi1. We call the P-loop directed if one of the above-mentioned 
sequences is made to correspond to it. 

If Pri: is different from P;,...,P,, then the loop is called a path, 
_ more accurately a PiP.4i-path, if Pyi=—Pi, then it is called a circuit. 
Paths and circuits will be designated by the common term arc. If Prii=P; 
(1=j=n—2), then the nodes Pj, Pyi,..., Pui and the edges Pi Pi 
“(i=j,...,n) together form a circuit which is called the circuit of the loop L. 
The number of edges of L is called the length of L. Paths, circuits and arcs 
| of length / are called /-paths, l-gons and I-arcs, respectively. The equation 


PA et Pa, Pat = 2)) (1s=f=n—2) 


: states that the graph L is a P,-loop wich is composed of the nodes Pi, ..., P, 
and the edges P;Pi1 (i=1,...,n). The equation 


W = (Pi, .., Post) 


“a 
c 
; 
; 


F 2 If j and g are natural numbers and j<g or j>g, then P,,... , P, denotes the set 
of nodes P, where i runs through the natural numbers from j to g. If jg, then P;,...,P, 
means P; by itself. 


: 
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states that W is a P;Py1-path composed of the nodes Pi, .-., Past and the 
edges P;Pi1 (i=1,---, 2). . 

A set of edges of I” is called independent if no two of thet have a 
node in common. We shall say that the maximum number of independent 
edges is k, if there exists a set of & such. edges and there does not exist 
a set of K+1 such edges. 

(1.3) The graph I is connected if it consists of a single node or if 
corresponding to any two distinct nodes P and Q I contains a PQ-path. 
The “maximal” connected subgraphs of J’ are called its components. The 
subgraph J” of the graph J’ is maximal with respect to some property if I 
contains no subgraph with this property of which /” is a proper subgraph. 
If 7” is a component of /’, then /—J” denotes the graph obtained from I 
by deleting /”. 

The nodes P;,...,P; ({21) are said to separate the two (distinct) 
nodes A and B in the connected graph I’ if P/#A, P:#B (i—1,.-.-., /) 
and every AB-path in J’ contains at least one of the nodes "FP; ,...gaams 
The nodes P;, ..., P; divide the connected graph J’ if 1° contains two nodes 
which they separate. 

The graph I” is n-fold connected (n= 2) if it is connected and if no 
set of fewer than n nodes divides it. A complete /-graph is said to be n-fold 
connected for all n. 

The maximal twofold connected subgraphs of the connected graph / 
are called the members of I’. Every edge of I’ is an edge of some member 
and every member, except for the graph consisting of a single node, contains 
more than one node. If J” is connected but not twofold connected, then it 
has more than one member, and it may be verified ({6], pp. 224—231) tha 
two of its members have at most one node in common and that such a node 
divides 7.’ Furthermore, it may easily be verified that /° has at least twe 
members containing only one cut-node each. Such members are calied fer- 
minal members of I’. If / is a terminal member of /’, then /’—/” denotes 
the graph obtained from J’ by deleting all edges of /” and all nodes 0 
/” except its cut-node. 

(1.4) Jf in the graph I every node except the single node A ha 
degree =k (k=2) and :v(I')=2k, then, if e(A)=2, LF is twofold connectet 
and if 0(A)—1, then I'—A is twofold connected and I’ ts connected. 

Proor. Suppose first that e(A)=2. Then it follows from our assump 
tions that every component of /” and every terminal member of /” (if any. 
contains at least 3 nodes, and at least two of these have degree =k. If J 


% Such a node is called a cut-node of the graph. 
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is not twofold connected, then it has two components or two terminal mem- 
bers. At least one of these components or terminal members has not more 
than k nodes. The nodes in it with at most one exception have degree <k, 
which is a contradiction. 

If o(A)=1, then let the edge incident with A be denoted by AA’. 
If k=3, then the degree of A’ in /’—A is clearly at least 2. If k=-2, then 
only :t(/’)= 4 is possible, in which case the degree of A’ in /—A is 2. 
In both cases the theorem with o(A)=2 can be applied to [—A. T is 
obviously connected. 

(1.5) A circuit of the graph /’ which contains all nodes of /” is called 
a Hamiltonian line of 1’, H-line for short. A path of /’ which contains all 
nodes of /’ is called an open H-line of 1’. Two distinct nodes P and Q of 
T are said to be H-independent in J” if /” contains no open H-line starting 
in P and ending in Q. 
Our later reasoning is based on the following lemma: 


Pema (ib) (Ainecrcut C= (P;,)..:, Pa,Paa =P) isan H-line of 
phe graph I’ andif P; and P; (i,j n+1) are H-independent nodes of I, then 


0( Pixs) + 0( Py) S2t(C) =n; 
0(P) denotes the degree of the node P in I’. 


: Proor. It may be assumed that ¢—1 and 1l<j=n. Because two 
neighbouring nodes of C are not H-independent, 3= /=n—1. Accordingly, 
n=4 and the nodes /;, Ps, P;, Pj: are distinct. 


<a 


, If J’ contains the edge P,P, (3=g=/), then it does not contain the 


4 


edge P,.:P,1. For if this edge belonged to /, then the path 
- W = (P1, P se yd a Se POT ys 3 en f) 
Gould be an open H-line of /’ starting in P; and ending in P;. 


It follows that P.P,., does not exist in J’, since P»P; does. 

‘If the edge P,P, (/-+2=/=n) exists in /’, then the edge Pi Pit 
cannot exist in 7’. For if this edge existed, then the path 

3 ati ee ne, PAG PMA pass Psa) 


would be an open H-line of J” starting in P; and ending in P,,1= Pi. 

{ Accordingly, with every node, other than P;, joined to P, in J’ there 
can be associated a node not joined to P;,: in such a way that these asso- 
ciated nodes are all distinct. It follows that the number of nodes not joined 
0 P,,, is at least o(P2)—1, so that e(Pj1) =(n—1)—(0(P2)—1) = n—0(P2). 
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Norte. It follows from Lemma (1.6) and its proof that, under the hypo- 
theses of the lemma, 0(P;-1)+0(P;-1) =” and the edges PiiPjy1 and Pi-1Pj-1 
do not exist in 1’ (Po= Py). 

Let the loop L=(P1,---, Pn» Pratt = Pm) (1 =m=n—2) be a subgraph 
of the graph 7. A node P; belonging to the circuit C—=(Pm,---, Pn» Puri —=Pm) 
of the loop L and different from the terminal node P,, of L is called H-node 
of the loop L (with respect to I’) if © contains a P;P,-path containing all 
the nodes of C and no other nodes, or, otherwise expressed, if the graph [C] 
spanned by C in J’ contains an open H-line starting in P; and ending in Pn. 

(iid) * Let L=(Pri, -.+; Pa; Pat Pa) (msn—2) be “a loop of 
the graph I’ and let the circuit of L be denoted by C. If every H-node 
of L (with respect tol’) has degree =k (k=2) in [C] and if 2(C)=2k—1, 
then every node of C different from Py is an H-node of L. 


PROOF. Pyii and P, are clearly H-nodes. Our theorem is established 
if we prove the following assertion: If Pj (m<j<n) is an H-node, then so 
is P;. To see that this is so, let it be assumed that Py. (m<j<n) is an 
H-node and P; is not. Then P,, and P; are H-independent in [C], and, since 
C isan H-line of the graph [C], it follows from Lemma (1.6) that 0'(Pmit) + 
+-0'(P)1)=2(C), where 9(P;) denotes the degree of the node P; in [C]. 
But it was assumed that e’(Pj1)=k and e’(Pnys)=k. We have a contra- 
diction ! 

Let A denote a node of degree =1 of the graph J’ and let the degree 
of all nodes of I other than A be =2. If W=(Pi,..-, Pn) (Pi=A) i 
any path of 7° which starts from A, then, the degree of P, being =2, LP 
contains an edge P,P,,: incident with P, and different from P,P. This 
edge and W together form an A-loop which is longer than W. Thus to 
every path W starting in A there exists an A-loop longer than W, hence the 
longest A-loops of /” are not path (i. e. they contain circuits). 

These longest A-loops of /” which possess the longest circuits will be 
called maximal A-loops. 


(1.8) Let A be a node of the graph I’ with degree =1 and suppose 
that the degree of every node of I’ other than A is =k where k2Q 
Further, let L be a maximal A-loop and let the terminal node of L be denot- 
ed by B and its circuit by C. Then if a(C)=2k—1, it follows that [C] is 
either a component or a terminal member of I’ and in the latter case the cut- 
node of {C] is B. In both cases every node of [C] distinct from B is connect- 
ed to B by an open H-line of [C] and a(C)=k-+1. 


PRooF. It follows from the assumptions made that 7” contains a maxi- 
mal A-loop. Let L==(Pi,...; Pa, Pai Pn) 1 Smsan—2,P, = A, PP, =a 


ON MAXIMAL PATHS AND CIRCUITS OF GRAPHS 343 


be the maximal A-loop concerned. If P; (m<j=n) is any H-node of L, 
then P; is not joined by an edge in IZ” to any node which is not in C. For 
if P;P is an edge of J’ and if W denotes an open H-line of [C] leading 
from P; to P,, then if we add the edge P,P and the path (P;,..., Px) to 
W the result is an A-loop which is as long as L and which is a path if 
P+#P, (i=1,...,n) and which has a longer circuit than C if P=P, 
(1 =g<m). A contradiction with the maximal nature of L is therefore avoided 
only if P—P, (m=g=n). It follows that the degree of every H-node of 
L in [C] is =k, therefore if «(C)=2k—1, then according to (1.7) every 
node of C other than B is an H-node of L. There follows firstly the exist- 
ence of the open H-lines asserted in the theorem and secondly that every 
node of C other than B is joined exclusively to nodes of C. The latter fact 
implies that [C] is a component or a terminal member with cut-node B. 
({C] is obviously twofold connected because of C.) (C)=k-+1, because 
o(P,,) =k and P, is joined exclusively to nodes of C. 

If the graph J” of Theorem (1.8) has at most 2k—1 nodes, then it 
‘follows from Theorem (1. 4) that [C] =" or [C] = °—A according as e(A)=2 
or e(A)=1 and that, if 2(”)—2k and 0(A)=2, then (C) = 2k. 

The following two theorems can be deduced: 


. THEOREM (1.9) /f the node A of the graph I is not isolated and the 
_ degree of every node of I distinct from A is =k (k22) and if r(’)=2k—1, 
then A is connected by open H-lines to every node of I. 

THEOREM (1. 10) (Dirac) Jf every node of the graph I’ has degree =k 
(k= 2), and if a()=2k, then T° has an H-line. 

(1.9) obviously implies the following theorem: 

THEOREM (1.11) /f every node of the graph I’ has degree =k (k= 2), 
and if «(I’)=2k—1, then any two distinct nodes are connected by an open 
H-line. 

If the graph I” of Theorem (1.8) is twofold connected and if 2(1’)= 
=2k, then 2(C)=2k. From this it follows that the node A of Theorem 
(1.8) is the initial node of a path of length =2k—1. 

: The following two theorems can be deduced: 

THEOREM (1.12) Jf I’ is a twofold connected graph and every node 
with the exception of one single node A has degree =k (k=1) and if in 
addition 2(I’)=2k, then I contains a path with at least 2k—1 edges which 
starts from A. 


(This theorem is trivial for k= 1.) 
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THEOREM (1.13) (Dirac) Jf the degree of every node of the twofold 
connected graph I is =k (k22) and if «a(’)=2k, then I contains a 
circuit with at least 2k edges. 


REMARK. It follows from the above considerations that the assertions in 
Theorems (1.10) and (1.13) remain true if the degree of every node except 
one node A is at least k (kK=2) and 0(A)=2. If two nodes have degree 
<k, then these theorems are not generally true. 


THEOREM (1.14) Jf I is a connected graph and the degree of every 
one of its nodes is =k (k=1) and if a()=2k-+1, then [ contains a path 
with 2k or more edges.' 


Proor. If k= 1, the theorem is trivial. In what follows it will be assumed 
that k 22. 

lf J” is twofold connected, then, by (1.13), J” contains a circuit 
C= (Pi,...,, Pu; Pusi = Pi) (m22k). If m>2k, W=(Pi,...-, Pm) is a path 
of the required kind. If m—2k, then, by our assumptions, /’ contains a 
node P which is not in C and which is joined to a node of C, say Pi. 
Then W=(P, Pi, ..., Pm) is a path of the required kind. 


If /’ is not twofold connected, then let 7; and J» denote two terminal 
members of J’, and A;'and Az their cut-nodes. 7 and J» are twofold con- 
nected and apart from A; and Ap, their nodes have degree =k in- 1) and I, 
respectively. This is possible only if 2(7\)=k-+1 and w(/»)=k-+1. From 
this and from (1.9) and (1.12) it follows that 7; contains a path of length 
=k which starts in A; and /% contains a path of length = which starts 
in Ay. If A;= Az, then these two paths together constitute a path with at 
least 2k edges, and if Ai Ay, then these two paths together with an 
A,Av-path of /—J/—J> constitute a path with more than 2k edges. 


REMARK. Theorem (1. 14) can be proved easily whithout using the preced- 
ing theorems. 

(1.15) The “accuracy” of Theorems (1. 13) and (1. 14) is demonstrated 
by the following graph /’: 

[’ consists of the nodes P,,..., Pr, Qu,..-, Qn-e (2Sk2n—k) and 
of all edges P:Q; (i =1,...,k; /=1,...,2—k). I is an even graph ((6], 
p. 170). The degree of every node of /’ is =k and it may easily be veri- 
fied that /’ is k-fold connected, further that the longest circuits and paths 
in /° have 2k edges. 

It is seen from the example of this graph that in the theorems in ques- 


4 This result was obtained independently by G. A. Dirac. 
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tion it is not possible to assert the existence of longer paths and circuits 
than those proved to exist, even if the connectivity is assumed to be higher. 

(1.16) Using an altered form of Theorem (1.8) and MENGER’s well- 
known “‘n-path theorem” the following theorems can be established: 

If the degree of every node of the twofold connected graph I is =k 
(k= 2) and if (I’)= 2k, then through each node of I’ there passes a circuit 
having at least 2k edges. 

If the degree of every node of the twofold connected graph I with the 
exception of the two nodes A and B is =k (k=2), then every node of IT’ 
lies on an AB-path having at least k edges. 

These theorems are not proved in this paper. 


§ 2 


(2.1) Let the classes of all graphs containing exactly n nodes and 
containing, respectively, no paths, circuits, arcs with more than / edges (/=1) 
be denoted by F(n,/), G(n,l), H(n,l). The graphs in each class which 
contain the most edges are called the extreme graphs of the class concerned, 
and the number of edges in these graphs will be denoted by /(n, 2), g(n, l) 
and A(n,/), respectively. So if the graph /° is a member of, respectively, 
F(n, 1), G(n, 1), H(n, 1), then the following inequalities hold: 


(*) y(C)ysfin,), v0)se(r,), vr) sh(a, D, 
and if / is an extreme graph of the class concerned, then equality holds 
under (#). 

We wish to estimate or determine f, g and / and to find the extreme 
graphs. ' ' : 
Clearly, if n=/ ([=2), the only extreme graphs of F(n,/—1), G(n, J), 
H(n, 1) are the complete n-graphs. 

(2.2) Our method of estimating the values in question from below is 
to construct graphs belonging to the classes F,G,H and containing as — 
Many edges as possible. 

In this paper I," (1=k<n) denotes the graph which consists of the 
odes P,,..., Px, Qi, --», Qn-x together with all the edges P;P; (i, f=1,:.., k; 
i--j) and all the edges P,Q; (i=1,...,4; f= 1,....n—K). 

If 1=k<n—1, then J%"*' denotes the graph obtained from the graph 
[> by the addition of the edge Q:Q2. Accordingly, the graph I’, is defined 
only for /=2 and n>[(/+1),/2]. In what follows the graphs 7%, will be 
called stars and the graphs J’, will be called -sfars for all values of n. 
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With the notation 
1 
p(n, 26) —(K) (nme ak—|*F |, 


y(n, 2k +-1)= g(a, 2k) +1 


we have »(/°,)=¢(n, 1) for /=2 and a>[(+ 1/2]. 

It may easily be verified that the graph I, has the following proper- 
ties: it is [//2]-fold connected, it contains no path and no circuit with more 
than / edges, if n=/=3, then it contains an /-gon, and if n>l, then it 
contains an /-path. Hence 7”, is a member of each of the classes F(n, J), 
G(n, !) and H(n,/), and so — having regard to the remarks concerning the 
case nS/ in (2.1) — 


(2. 3) fan D=Ggn,), gin D=¢n,), h(n D=Ggin,DQ (l=)). 


(2.4) The graph J/',; (21) is defined as follows: Let n=gj-+r 
where r<j. J”,,; has exactly n nodes, and if r=-0, it consists of g compo- 
nents, while if r>0, it consists of g-+1 components, if r—O, all its com- 
ponents are complete j-graphs, and if r>0, then gq of its components are 
complete j-graphs and the remaining component is a complete r-graph. (111 
consists of a single node.) 

G*(n, /) ( = 1) denotes the following class of graphs: Let n=q(j—1) +2 
where 1=r=j—1l. G*(n,/) is the class of connected graphs containing 
exactly n nodes which have g members if n>1 and r—1, and qg+1 mem- 
bers if n>1 and r>1, every member is a complete j-graph if n>1 anc 
r= 1, and gq members are complete j-graphs and one member is a complete 
r-graph if n>1 and r>1. G*(1,/) = {F111} for all 721. 

I; is to denote that element of G*(n,/) which contains at most one 
cut-node. 

In the notation 


w(a, j, = paj— Frit 1n 
it is found that 


VE nj) = y(n, j,r) where n=g(j+1)+r  (r<j+1) 
and that 


if PE G*(n,/), then r(') = w(n,j,r) where n=q(j—1)+r (1=r=j—1) 
The following statements may easily be verified: 


Poa € F(a), Ga, )CG(n,), Pui€H(a, 0 © l=). 
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Hence 
f(a, l) = wn, Lr) (n=qg(l+1)+r;r</+1), 
(2. 5) ga, )Z=V(n,lr) (n=gq(l—1)+r; 1=r=/—1), (f= 1). 
h(a, )=w(n,l—1,r)  (n=ql+r; r<l) 

The statements below follow from a simple calculation: 

(1) If = 2k (k= 1), then ¢(n, 2k) = w(n, 2k, r) and equality holds only 
if r=k or r=k+1. So (2.5) gives a better estimate of f and g unless 
t—=k or r=k-+1, in which cases (2.3) and (2.5) are equally good. 

(2) If J=2k (kK2=1) and n>k(k+1), then ¢(n,2k)>w(n, 2k—1, r). 
Here (2.3) gives a better estimate of A. 

(3) If /=2k+1 (K2=1) and n>k+3, then g(n, 2k + 1)<w(n, 2k+1,7). 
For this case (2.5) gives a better estimate of f and g. 

(4) if -l=2k+-1, then, according as (a) rk or r=k+1, or 
(b) r—=k—1 or r=—k-+2, or (c) r<k—1 or r>k+2, y(n, 2k4+1)>,=, 
or< w(n,2k,r) and, accordingly, (2.3) gives a better or equally good or 
worse estimate of A than (2. 5). 

In order to estimate f,g and / from above we need the theorems of § 1. 


THEOREM (2. 6) 
f(a, N=Fal (12 1), 


‘equality holds only if n==gq{l-+-1), in which case IPy141 is the only extreme 
graph of the class F(n, 1) 

Proor. If n= /+1, then a graph /’ having exactly n nodes cannot 
‘contain a path with more than / edges, so 
n(n—1) _ nl 

2 2 
and equality holds here only if 7’ is a complete (/-+ 1)-graph. So the theorem 
is true if ns/+1. 

Now let n’>/-++1 and suppose that the theorem is true for all a such 
that n<n’. We prove that in that case the theorem is also true for n’. 
Let J € F(r’, 1). 

(1) If 7 is not connected, then let its components bet hee. Le (p= 2); 
m7) 1; (i—1, ..:,\p).. Then fat npeean’, nan and Fé F(a, ) 
(i=1,...,p). So by hypothesis 


v(LP) = v1) +++ + (E>) ley aH Tb Np 2 =i. a? 


VL) = 


<—S 
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and equality holds only if WL) =n 5 (i=1,...,p), i.e. if I1,...,Lp are 
all complete (/-+ 1)-graphs. In this case our theorem is therefore true for n’. 


(2) Suppose that J” is connected. We show that there exists a node P’ 
whose degree in J, e(P’), is at most 1/2. For if no such node P’ exists, 
then, whether /—=2k or 1=2k+1, 0(P)=k-+ 1 for every node P. If 12k, 
then :r()>2k+1, and. if a()>2k+2, then, by (1.14), / contains a 
path having at least 2k+2 edges, while if z() = 2k-+-2, then, by Theorem 
(1.10), & contains a path having 2k+1 edges. If {=2k+1, then z()> 
S2k+2 and so, by (1.14), £ contains a path having 2k+2 edges. In 
every case we have a contradiction. 

Suppose therefore that o(P’) =//2 and let 1° =1—P’. Then I”€I(n’—1, 1). 
Ir’ cannot contain a complete (/-+1)-graph because if it did, then 1” would 
contain an (/+-1)-path. So by our induction hypothesis v(I")<(n’—1) 1/2, 
and therefore ; 

¥(C)=e(P')+77T )< 5+ Ce. == i = 
THEOREM (2.7) 


gin = 5(n—I)l (122), 
equality holds only if n=q(l—1)+1, in which case the extreme graphs of 
the class G(n, 1) are the elements of the class G*(n, l) 


Proor. The theorem is trivially true for n=1. If l<n=s/ and 
['€ G(n, 1), then 


P a ot 
NSS 


and equality here can hold only if 7’ is a complete /-graph. The theorem is 
therefore true for n=/. 


Suppose that n’>/ and suppose that the theorem is true for all n if 
n<n’. We show that it is then-true also for n’..Let I’ € G(r’, 1). 


(1) If Lis not connected, let its components be Z\,..., 2 (p=2) and 
let «(;) =n;. Then m+-+>+n,=a',n<n' and I; € G(ni, 1) (i=1,..., p). 
By our hypothesis therefore 
y()= v(L1) Fe + (>) S(t — 1) U/2 + ee + 
+ (n,—1)l/2 =(n’—p)l 2<(n’—1)1/2. 
(2) If Lis connected but not twofold connected, then let 7, denote a 
terminal member of 7’ and let J2=I—J\. a(11)=m, 2(12)= ne. Then 
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w—=Mm+M—1,m<n’, m<n’, 1 €G(nu,)), 1y€G(m, 1), and so, according 
to our hypothesis, 


VL )= v1) + vs) S(m—1)1/2 + (t#2—1)1/2—= (n’—1)1/2, 


and equality can hold only if /,¢€G*(m,2) and /2€G"(m,/). But then 
"€G"(n' I). 

(3) Let /° be twofold connected. We show that I then has a node P’ 
of degree =//2. For if no such node exists, then e(P)=k-+1 for every 
node P both if 1==-2k and if /=-2k+1. If 1—2k, then wt perekee in 
which case if -7(”)=2k-+2, then by (1.13) J’ contains an m-gon with 
m= 2k+2 while if a(7)—2k+1, then by (1.10) FY has an H-line and 
therefore contains a (2k+ 1)-gon. If /=2k-+-1, then a(/’)>2k-+1 and so 
I contains an m-gon with m= 2k-+-2 by (1. 13). We have obtained a contra- 
diction in every case. 

So assume that o(P’)=1/2 and let J’==-/—P’. Then 1” € G(n’—1, I). 
I” is connected and o(P’)=2. 7” is not an element of G*(n‘—1,/). For if 


this were the case, then P’ would lie on a circuit with more than / edges. 


From our induction hypothesis it follows that 
V0 )=o0(P) +4) <1/2 + (’—2) 1/2 = (n’— 1) 1/2. 


This proves the theorem. 
For the investigation of A(n, /) it is useful to consider the cases /= 2k 


and /—2k-+ 1 separately. 


THEOREM (2. 8) 
A(n, 2k) = (a—1)k (ice Ty 


if n=1, then equality holds for all k and I; is the extreme graph of 
H(1,2k), if n>1 and k=1, then equality holds for all n and the star 


with n nodes I. is the only extreme graph of the class H(n, 2), finally if 


n>1 and k>1, then equality holds only if n=2k, and the complete, (2k)- 
graph is the only extreme graph of H(2k, 2k). 


Proor. Because H(n,/1)]G(n,/), we have that A(n,2k)=g(n, 2k). 


BBy (2.7), g(a, 2k) =(n—1)k, so 


nin, 2h) = (n—1)k. 


Equality can hold only if n=q(2k—1)+1 and if H(n, 2k) contains an 
element of G*(n, 2k). But an element of G*(n, 2k) belongs to H(n, 2k) only 
if it contains no path with more than 2k edges. This holds only for the 


graphs described in Theorem (2.8), whether k=1 or k>1. 
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If 1—-2k+1, then, since H(n,1)—F(n,1), we need only consider 
the case k= 1. 


THEOREM (2.9) 
h(n, 2k+-1) Snk {kez ky 


and here equality does not hold if k=1 and n=1 or n=2, and it does 
hold if k=1 and n>2, in which case the extreme graphs are those of which 
all the components are A-stars; if k>1, then equality holds only Uf 
n=g(2k+1) (q>0), and the only extreme graph is Tn2x+1- 

The proof which is similar to the proof of (2.6) will be left to the reader. 


§ 3 


In this paragraph we determine the graphs with the most edges among 
the connected graphs of the class F(n,2k) and the extreme graphs of the 
class H(n, 2k) for sufficiently large values of 7. 

We denote the classes of the connected graphs in F(n,1), G(n,)), H(a, l) 
respectively, by F(n, 1), G(n, b), H(n,!), and the number of edges in the 
extreme graphs of these classes (the graphs with the most edges) by 
fin,), &(n,), h(n, D, respectively. From the fact that I) is connected i 
follows that each of these maximal numbers of edges is = y(n, /). 

x (3.1) If I is an extreme graph of any one of the classes F(n, 2k) 
G(n, 2k), A(n,2k) (k= 2) and if n>k—k-+1, then TF contains a 2k-gon 


Proor. If / contains no 2k-gon, then /°€ G(n,2k—1), and so b 
(2.7) ¥() S(n—1) [«— ; |. On the other hand, it follows from the extrema 
property of /’ atid from the remark on the graphs I’, made above, tha 


(LP) = v (Pa) =nk—k(k+ 1)/2. Accordingly, 


(n— n(e—3| = nk—k(k-+1)/2, 


from which it follows that n=K2—k-+1. This contradicts our hypothesi: 
From Lemma (1.6) we deduce the following lemma: 


Lemma (3. 2) Let the graph TI’ have an H-line and let n()=m=4. | 
I’ contains p mutually H-independent nodes S,,...,Sp, then p=m/2 and 


(1) “rye (™\— Py (Pa, 
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and if p=m/2, then equality in (1) holds only if '=I'*? and the nodes 
Si,...,S, span a complete p-graph in I. 

Proor. The theorem is trivially true for m= 4. In what follows it will be 
assumed that m>4. Let C=(Pi,..., Pa, Pris —=Pi) be an H-line of 7’ and let 
the nodes S;=P,, (i=1,...,p) be mutually H-independent. It may be 
assumed that 1—0o,<---<o,=m. Further let R; = Po,-1, T; = Po,+1, 0(T) =0; 
(i=1,...,p; Po—Pm) and let the elements of the sets {Ri,..., Rp}, {Si,..., Sp} 
and {71,..., 7,} be named R-, S-, T-nodes, respectively. 

Because the S-nodes are H-independent, two S-nodes cannot be neigh- 
bours on C, and therefore this is true of the R- and 7-nodes also, so that 
an S-node cannot coincide with a 7-node or with an R-node. It follows 


that p=m/2. 
By (1.6) 

(2) a+osm (,j=1,...,p; iJ). 
Adding these inequalities together 

(3) Oit+-+++0,=pm/2. 


Let /° denote the complement of the graph /” and let the degree of 
7; in I be denoted by'o; (i—1,..., p). Then 
(4) 0; +0,;=m—1 (TEE, 8; P)s 

By the remark after Lemma (1.6) neither two R-nodes nor two 7-nodes 
can be joined in 7. Consequently, all the edges 7;7) (,/=1,...,p;1#/J) 
‘are in J, and so the number of edges of /” at least one end-node of which 
is a 7-node is atest o—[ Al. 

Accordingly, 


©) r(Dzat-+a-(4), 
‘and so, having regard to (4) and (3), 
(P= pim—1)—@.+- +e)—($ )=rem—)— 
aes 
Hence Pes ; 
(6) ny —(Z)-r@)=(3)- Fe H("F), 


Equality holds here only if it holds in (2) and in (5) throughout. If 
p= m/2, then this is the case only if ga—-- —=0,—=m/2 and every edge 


———— 
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of Tis incident with some 7-node, that is to say any two nodes which are 
not T-nodes are joined by an edge in 7” In this case, however, every 
R-node is also a 7T-node; and these are all joined to every S-node, further 
any two S-nodes are joined to each other. This implies that r= and 
that the S-nodes span a complete p-graph in /. 

(3.3) If the connected graph I contains a 2k-gon (k=2) but does 
not contain any path having more than 2k edges and if n=l 
3k +2, then r()=¢(n, 2k), and equality holds only jo [= ra 


Proor. Let C=(Pi,..-, Por, Pox = Pi) be a 2k-gon of I. The nodes 
of C will be called P-nodes and the remaining nodes of J will be 
called Q-nodes. Let the Q-nodes be denoted by Q:,...,Q, where g—=n— 
—2k2k-+2. — 

Not two Q-nodes are joined in /. For if the edge Q: Qe exists, for 
example, then, since /” is connected, there is a path W in J° which starts 
in Q: or Q» and ends in a P-node, say P:, and does not contain any 
P-node other than P,, and contains only one of the nodes Q:, Q2— say Q:. 
Then the edge Q:Q» and the paths W and (Pi, ..., Pox) together constitute 
a path with at least 2k-+1 edges. This contradicts our hypotheses. 

From this and from the fact that /° is connected it follows that every 
Q-node is joined to some P-node. 

If P, and P, are distinct P-nodes and if there are two distinct nodes 
Q, and Q, such that the edges P,Q, and P;Q, exist, then P; and Pj are 
H-independent in [C]. For such an open H-line leading from P; to P; in 
[C] would, together with the edges P;Q, and P;Qh, constitute a (2k+ 1)-path. 

We divide the P-nodes into three classes. A P-node will be called an 
a-node if it is joined to at least two Q-nodes, it will be called a f-node if 
it is joined to exactly one Q-node and it will be called a 7-node if it is no 
joined to any Q-node. The number of «-,@- and y-nodes will be denotec 
by Pa, pp and p,, respectively. Pu + pp-+ Py = 2k. 

According to the above, any pair of «-nodes are H-independent in [C] 
and so are any @-node and any f-node. Since two neighbouring nodes 0 
C are not H-independent in [C], the neighbours on C of an a@-node cal 
only be -nodes. It follows from this that pa=p,, and so pa=k and 


(1) Pps 2k—2pe. 


C is an H-line of the graph [C], so Lemma (3.2) applies to th 
a-nodes. Accordingly, 


(2) ric =|} Kee +( "3 * | 
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The number of edges which join a P-node to a Q-node is 


(3) V9 =QPa+Pp, 


_ and so it follows from (1), (2) and (3) that 


HP) = (IC) + r00 = [51] + 24+ —K—2)p.4| PET 


Because g=k-+2, the expression on the right attains its maximum 
value in the range O=p.=k only if pz—=k, and a simple calculation shows 


that this maximum is equal to nk— ("5") y(n, 28) So »(L) = (a, 2k) 


and equality holds only if pe and equality holds in (1), (2) and (3). 
But if pa =k, then ps—O and equality holds in (1), and further, by (3. 2), 
equality then holds in (2) only. if [C]—/% and the @-nodes span a com- 


plete k-graph in [C]. Finally, because pg—0, equality holds in (3) when 


every Q-node is joined to every «-node. From the properties which have 


been enumerated it follows that /—I". 


the only extreme graph of the class F(n, 2k) is ['2". 


THEOREM (3.4) Jf n>k®—k+6 (k= 1), then f(n,2k)=¢(n, 2k), and 


2h 


PRooF (1) First assume that kK—=1. By (2.6) f(n,2)=n with equality 


holding only if n=3q, and then J;,3 is the only extreme graph. From this 
and from f(n,2)=f(n,2) it is seen that f(n, 2)=n—1—g(n,2) except if 
Sn—3. But if © is connected and 2(/)—n, v(')=—n—1, then IF is a tree 


< 


((6], p. 47), and therefore does not contain a path with more than 2 edges 


‘only if /—I%. The theorem is therefore true if kK==1 and n>3. 


(2) Assume that kK2=2. Then, because n>k*’—k-+6, by (3.1) any 


extreme graph J’ of F(n,2k) contains a 2k-gon, and since k?—k+6= 7 
_ 23k-+ 2, it follows from Theorem (3. 3) that »(7)=¢(n, 2k), equality hold- 
ing only if /=J-". Our theorem follows from this and from Ix" € F(n, 2k). 


(3.5). If IX is an extreme graph of the class H(n, 2k), then I” has 


_ not more than (k-+-1)/2 components. 


Proor. Suppose that the components of are /1,...,/, and a(li)=1; 


4 (i=1,...,p). Then m-+----+-m—n” and J; is an extreme graph of, the 
class H(n;,k) for i-=1,..., p. Then, according to Theorem (2.8), v(i)= 
B=(n,—1)k (i=1,...,p), and so v(L)=—vi)+-::+77y)S(a—p)k. 


On the other hand, v(I’)= 4 (n, 2k) by (2.3), therefore 


‘ 


(n—p)k=nk—kK(k + 1)/2, 


_and hence px(k+1)/2. 
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THEOREM (3.6) Jf n> 7 e+ Dy then h(n, 2k)==4(n, 2k) and iz 
is the only extreme graph of the class H(n, 2k). 

Proor. For k-=1 the assertion of our theorem is contained in (2. 8). 
Suppose that kK=2, n> ; (k+1)%, and /” is an extreme graph of the class 


H(n, 2k). According to (3.5), /° then has a component /” such that 
n—=n(I")>(kK+1). 7” is. an extreme graph of the class H(n’,2k) and 
therefore contains a 2k-gon by (3.1). (k+1)*>3k+2 because k=2, oo 
by (3.3) r(1")=¢(n’, 2k), equality holding only if 1’=T;. But 
Tr € A(n', 2k), and so [’=L%" and 1(I”)=g(n’, 2k). We show that 
r’—T-. For suppose that /’#T and let (”°=I—T". n’= vl") =n—n 
and 1” €H(n",2k). By (2.8) v(I”’)=(a"—I)k, and so y(l)y=vl)y+ 


+r") en'k— | ack + (n’—1)k = g(a, 2k)—k. But this contradicts (2. 3). 


ConjJECTURES. We conjecture from the above that all extreme graphs 
of the classes occurring in § 2 and §3 can be found among the graphs 
I., I’. and the members of the class G*(n,/). Among the twofold connect- 
ed graphs J, is probably in every case the only extreme graph if n>/+1. 


§ 4 
We are going to prove the following 


THEOREM (4.1) Let a(/’)-=n.. Assume further the maximum number 
of independent edges is k (k= 1). Then 


Wr) max|| SheSuale k(n—k)+(5]}. 


Equality can occur only if I'=T1%*, or if one component of I isa 
complete (2k-+-1)-graph and the other components are isolated nodes. 


Proor. We can clearly assume n>2k. Choose k independent edges 
and call these «’-edges and the remaining edges j-edges. The n—2k nodes 
of the graph which are not incident with «’-edges we call unsaturated. 
Following BERGE (({2], p 176) we add a node U to /’ and connect U with 
every unsaturated node by an edge. The new graph we call /” and the new 
edges and the old «’-edges we call «-edges (U is incident with n—2k 
a-edges, every other node is incident with exactly one «-edge). 

Let L be a directed U-loop. We call L alternating if its edges are 
alternatingly «-edges and 3-edges in the ordering determined by L. A node 
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P of /” is called «-accessible if there exists an alternating U-loop of final 
node P whose last edge is an e-edge and it is called -accessible if there 
exists an alternating U-loop of final node P whose last edge is a (-edge. 
Further, by definition, U is called 3-accessible. The nodes which are -acces- 
sible but not «-accessible are called nodes. Denote the number of #-nodes 
oy ut. ; 

It is easy to see that U is not «-accessible, thus U is a 3-node ({1], 
[2], p. 176; [5], p. 140). 

Denote the components of the graph obtained from /” by omitting the 
3-nodes and the edges incident to it by /),...,/3, (m21). J; is called 
odd or even if s(/) is odd or even. If /; is odd, put :1(/°:)=-2a;+1, 
if 7’; is even, put :t(/;) = 2a;. An «@-edge one node of which is a »-node 
and the other node of which belongs to one of the 7’; we call an entering 
edge of 1). ; ; 

The following facts are well known ({1], [2], pp. 169—170; [5], pp. 
141—142). 

Every «-edge incident to a ,%-node is an entering edge of some odd I’; 
and every odd I; has exactly one entering edge. 

From this it follows that every «-edge is either an entering edge (of 
some odd 7) or is an edge of some /;. Further /; contains exactly 
a; «-edges. 

The «-edges in /; (1=i=m) are clearly «’-edges. We obtain their 
number by subtracting from k the number of «’-edges incident to the 
8-nodes, i.e. their number is kK—y. Thus 


m 


> a= k—p. 


tank 


2a. 
a 


ined 


if /; is even, then vr) =| |. If 7’; is odd, then 


vil) Se | 430., 
Thus 

SS 37 24) 2k—2 Zk 2p-1 
JS yrs D| ; J+ > 205| 9 “) 4 2k—2u =| y ; 
1 i= / L i ’ | 


Buality is only possible if every /; is odd and is a complete graph and 
%—O for ali (= 2. 
The number of edges in /° incident to the nodes is less than or 


equial to (n—p)E+ iB 


4 
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Since every edge of J” either belongs to one of the 7; or is incident 
to one of the #-nodes, we obtain that ; 


v()= ee '\+ (n—p)e +(6) = f(u). 


Since f(u) is a convex function of « and O=u=k, we obtain 


, 


»(L) < max (f,0), () max | (7° 2 "i n—1k+(6}}. 


Equality is only possible if «=O or u—k, if p=0, one of the J; must 
be a complete (2k+1)-graph and the other J; must be isolated nodes. 
If wk, all the 7; must be isolated nodes and every 9-node must be con- 
nected with all the nodes of J’, i.e. 1h EO ab 
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PATHS AND CIRCUITS IN GRAPHS: EXTREME CASES! 
x 
G. A. DIRAC (Hamburg) 
(Presented by P. Ervés) 


1. Introduction. Definitions 


A graph, as understood here, is a finite set whose members are called 
the nodes, together with a set (possibly empty) of unordered pairs of unequal 
nodes called the edges. Nodes will generally be denoted by capital letters 
A,B,..., possibly with suffixes, and edges by (A, B), etc., where A+ B and 
(A, B) =(B, A). The terminology used is the same as that in an earlier paper 
of the author [1], and follows generally accepted usage. In particular, the 
length of a path (circuit) is the number of edges in the path (circuit); a 
graph is called Hamiltonian if it contains a circuit which includes all the 
nodes of the graph, and any such circuit is called a Hamiltonian circuit. 
The order of a graph is the number of nodes in it. The degree of a node 
is the number of nodes to which it is joined. 

The paper referred to [1] contained relations between the degrees of 
the nodes in a graph and the length of the circuits contained in it. In this 
paper it was shown (among other things) that 
(*#) a graph of order =2d in which every node has degree =d=2 

is Hamiltonian,’ and a connected graph of order >2d in which the 

degree of every node is =d=2 and which has no cut-node contains 
one or more circuits of length = 2d. 


In a recent paper [2] ErDds and GALLA! obtained relations between the 

degrees of the nodes in a graph and the lengths of the paths and circuits 
contained in it, and they also obtained relations between the total number 
of edges in a graph and the lengths of the paths and circuits contained in 
it, which relations represent an extensive generalisation of the results con- 
tained in [1]. 
3 The present paper contains a complete characterization of all those 
graphs in which the degree of every node is =d=2 and which contain no 
path of length>2d. By determining all these extreme cases simply this 
paper supplements [1] and [2], but it can be understood without reading [1] 
and [2]. The methods of [1] and [2] are used. 


1 The author’s thanks are due to the Vereinsbank in Hamburg for a research grant. 
2 A simple proof of this result has been given by D. J. Newman [3]. 
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2. Characterization of the extreme cases 


The investigation is based on the following two theorems which need 
no proof: 


THEOREM 1. (1) Every node of a circuit of length c is the end-node of 
at least two paths of length =c—1. (Il) [fc isa circuit of length c ina 
connected graph IT and if A is a node of (' which is not on © and is joined 
to the node C of © by a path of length a which has no node other than C 
in common with ©, then A and the two neighbours of C on © are end-nodes 
of paths of length =a+-c—1. (Ill) If C; and C, are two neighbouring nodes 
of © and if C, is joined to A, and C, ts joined to A,, where A,=+ A, and 
A,, A, are not on ©, then A, and A, are end-nodes of a path of length c+1. 


The following theorem can be deduced immediately: 


THEOREM 2. (I) /f a connected graph contains a circuit of length c and 
no path of length =c, then it is Hamiltonian and of order c. (Il) If © is a 
circuit of length c of the connected graph I and if |’ contains no path of 
length >c, then every node of I’ which ts not on © is joined only to nodes 
OF. 

The graphs of order =2din which every node has degree =d=2a8 
characterized completely by (*). The connected graphs of order =2d+ 1 in 
which every node has degree =d=2 and which contain no path of length 
> 2d will now be determined completely. 

Notation. {m} denotes a complete m-graph, that is to say, a’ graph which 
has m nodes (m=1) and in which every pair of distinct nodes are joined 
by an edge. -f,1, where n»2d=4, denotes the graph of order n which 
consists of the nodes P,,..., Pu, Q:,..-, Qu u and all edges (P;, Q)) (i—1,..4,@ 
j=-1,...,n—d). It was pointed out by Erpds and Gattai [2] that such a 
graph contains no cut-node and that the length of the longest paths anc 
circuits contained in it is 2d. J,., where n>2d=4, denotes the graph o 
order n which consists of the nodes P,,..., Py, Qi,.-+, Qn a and all edges 
(P;, Q;) and (P;, Px) (i=1,...,d; K=1,...,d; 16k; j=1,...,2—a@). tke 
easy to see that .fiaC 4a, that the length of the longest paths and _ circuit 
contained in J,. is 2d, and that if an edge (Q,,Q,) (=g#h=n—d) i 
added to .f,., then the resulting graph contains a circuit of length 2d-++1 
It is worth noting that in J,4 no path of length > 2d—1 starts from any 0 
the nodes P,,..., Pu. Qh, where p=1 and d=1, denotes a graph consist 
ing of p mutually disjoint graphs {d} together with a node not belonging 
to any of them which is joined to all the nodes of each of them. Fo 
example, Qi: is a {d+ 1}. It is easy to see that {2,, contains no path 0 
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length > 2d and that every node of §2,. except the cut-node is the end-node 
of paths of length 2d. If 7, and I, are graphs, then 7’, J, denotes that 7’, 
is a subgraph of J, or is isomorphic to a subgraph of J). 

In this notation I prove the following 


THEOREM 3. (I) A connected graph which contains no path of length 
>2d and which contains a circuit of length >2d is Hamiltonian and of 
order 24+}. (Il) A connected graph I" of order n>2d=4 in which every 
node has degree =d and which has no cut-node contains no path of length 
> 2d and no circuit of length >2d if and only if AnwSV EG Ana. (I) Each 
connected graph, in which every node has degree =d, which has a cut-node 
and which contains no path of length > 2d, is isomorphic to one of 22,230, Qaa, «..- 


PROOF OF THEOREM 3. A»xB denotes that the nodes A and B are 
joined by an edge in the graph under consideration, Ao B denotes that they 
are not. 


Proof of (|). By Theorem 1 the graph contains no circuit of length 
=2d+2, therefore by Theorem 2,(I) it is Hamiltonian: and of order 2d+ 1. 


Proof of (Il). Let L’ be a connected graph of order n>2d=4 in which 
every node has degree =d and which has no cut-node and contains no path 
of length >2d and no circuit of length > 2d. 7” then contains one or more 
circuits of length 2d by (*). Let one such circuit be denoted by © and let 
its nodes be denoted by P,, Q,, P,, Q:,..., Pu, Qu in cyclic order round @. 

I’ contains n—2d=1 nodes which are not nodes of ©, let them be 
denoted by Qu.1,...,Q,-u. Each of these nodes is joined only to nodes of 
©, by Theorem 1, since /° contains no path of length > 2d. Further, none, 
of these nodes is joined to two neighbouring nodes of ©, because /” con- 
tains no circuit having more edges than ©. Therefore each of Qasi,..-, Qua 
is joined to exactly d nodes of ¢€ and has degree d, and none of them is 
joined to two nodes which are neighbours on C. Let the notation be chosen 
so that Qu: is joined to each of P,,..., Pu. 

If n—2d>1, then it follows that Qj2,..., Qn-a are all joined to each 
of P,,..., Pi. For if this were not the case, then, since all nodes of I” have 
degree =d, at least one of them would be joined to one of Q,,..., Qa, and 

then / would contain a path of length >2d by Theorem 1,(III). 
Q:0Q; (i=1,...,n—d; j=1,...,n—d). Proof. Suppose that i<j. 
If j>i>d, then Q;oQ; by Theorem 2,(II). If j>d=i, then Q;oQ; by 
what has been said above. Suppose i<j<d and Q;7Q;. Then the graph 
contains the’ following five paths: (Q;, Q)), the arc of © joining Q;to Pi and 
not containing P;, (P:, Qasi), (Qa:1, Pj), the arc of © joining Pj to Q; and 
not containing Q;. These five paths together constitute a circuit which passes 
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through all the nodes of C and through Qist, this circuit therefore has length 
2d+1, in contradiction to the definition of I’. Hence Q;0Q, for 
l=i, jsan—d: 

Therefore Q; x P; (i=1,...,n—d; j=1,...,d) because every node 
of I’ has degree =d. 

It has now been shown that “> 4,,, and that J” and Ana have the 
same number of nodes. Therefore ’7=.1,2, or I’ is obtained from Aya by 
adding edges to 4,q. The only edges that can be added are edges (Pi, P;) 
(1=i,j=d). Consequently 4,4. This proves (II), because Apa is connect- 
ed and has no cut-node and each of its nodes has degree =d and 4na 
contains no path or circuit of length > 2d. 


Proof of (ill). Let / be a connected graph in which every node has 
degree =d=2 and which contains no path of length > 2d, and let A bea 
cut-node of J’. Choose any connected component of /’—A and let ¥ denote 
one of the longest among all those paths starting from A whose first node 
after A belongs to the connected component of /—A chosen. Let the nodes 
of § in order, starting from A, be A, X,..., Xt. 

X, is then not joined to any node other than A. Xin ec eee 
degree of X, is =d=2, hence ¢=d. Since 1—A has at least two connect- 
ed components, and since A is the starting node of a path of length 2d 
for each of them, it follows from the definition of 7’ that td. The nodes 
of 8 in order are then A, X,,...,X. and Xax A and Xax X; for 1\Sisd—l. 

Each of X,,...,Xz is joined only to nodes of 8. Proof. If Xx AG 
where X is not a node of 8, then J’ contains a path whose nodes in order 
are A, Xa, Xa-1,-++) Xi, X. If Xax X, where X is not a node of §, then J’ con- 
tains a path whose nodes in order are A, Xi. .+2; Xa, Xe If XieX, whee 
2=ix=d—1 and X is not a node of 8, then J’ contains a path whose 
nodes in order are A, .X,,Xo,..., Xi-1, Xu, Xa-1,--+, Xi, X. In each case A is 
the starting node of a path of length d+-1, which is a contradiction. 

Consequently, because the degree of every node of I’ is 2d, X;x X} 
and X;»A for 1=i-&j=d. Thus every connected component of 1’—A is 
a {d} and A is joined to every node of /’—A. This proves (III). 
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3. Concluding remarks 


The following results can be deduced from Theorem 3: 


THEOREM 4. Every connected regular graph of degree d=2 which con- 
tains no path of length > 2d is Hamiltonian and of order =2d+1. 


PROOF. 4,4 contains nodes of degree >d, namely P,,..., Pa, and if 
p>l, then the cut-node. in §2,¢ has degree >d. Hence there remain only the 
Hamiltonian graphs of order =2d-+1 from among the graphs enumerated 
in Theorem 3. 


' THEOREM 5. Every connected graph in which each node has degree. 
=d=2, which contains no path of length > 2d and in which every node is 
an end-node of a path of length 2d is Hamiltonian and of order 2d-+-1. 


Proof. In 4,4 no path of length 2d starts from any of the nodes 
P,,..., Pa. In $254 no path of length >d starts from the cut-node. 


THEOREM 6. The chromatic number of a connected graph which is not 
Hamiltonian, and in which the degree of every node is =d and which con- 
tains no path of length >2da is =d+1. 

PrRoor. 4,¢ and £2,, are all (d+ 1)-chromatic. 

Finally we have 


THEOREM 7. For d=5 no graph in which the degree of every node is 
=d and which contains no path of length >2d is plane. For d=4 there 
are plane graphs of this kind and they are all Hamiltonian. For d=3 there 
are Hamiltonian graphs of this kind which are plane and the graps {2,3 are 
all plane, but none of A, are plane. For d= 2 all graphs of the kind con- 
sidered are plane. 


; Proor. If d=3, then 4,, contains a Thomsen graph (a hexagon and 
its three diagonals) as a subgraph, and is consequently not plane for any 
n> 2d. lf d=2, then 4, is clearly plane for all n. 
§2,4 is plane if d=3 and not plane if d=4. 

If a plane graph contains n nodes and e edges, then it may be de- 
duced from Euler’s theorem that e=3n—6 (see e. g. [4]). It follows from this 
inequality that no graph in which the degree of every node is =6 is plane, 
and also that no graph of order =11 in which the degree of every node is 
=5 is plane. Theorem 7 now follows from Theorem 3. 
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n-DIMENSIONALE BERANDETE 
PSEUDOMANNIGFALTIGKEITEN IM (n+ 1)-DIMENSIONALEN 
EUKLIDISCHEN RAUME. | 


Von 
M. BOGNAR (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


Einleitung 


In diesem Artikel und in den nachfolgenden werden wir mit der Hilfe 
der Homologietheorie einige Eigenschaften der, in dem (n+ 1)-dimensionalen 
euklidischen Raume liegenden, n-dimensionalen berandeten Pseudomannig- 
faltigkeiten untersuchen. 

Die Untersuchung habe ich im Jahre 1953 auf die Ermunterung von 
Professor G. Hajos angefangen. Urspriinglich wollte ich den folgenden Satz 
von K. KopAiRA und M. ABE [4] verallgemeinern: 


SATZ.A. Eine n-dimensionale, kompakte, zusammenhdngende, abelsche 
topologische Gruppe mit abzdhlbarer Basis ist in den (n+-1)-dimensionalen 
euklidischen Raum nur dann einbettbar, wenn sie eine n-dimensionale toroidale 
Gruppe ist. 

Die Verallgemeinerung dieses Satzes lautet folgendermaBen: 


Satz B. Eine n-dimensionale, lokal-kompakte, zusammenhdngende, abel- 
sche topologische Gruppe mit abzahlbarer Basis ist in den (n-+-1)-dimensio- 
nalen euklidischen Raum nur dann topologisch einbettbar, wenn sie ein direktes 
Produkt einer k-dimensionalen toroidalen, und einer (n—k)-dimensionalen 

~ Vektorgruppe ist (k = n). 

Der Beweis dieses Satzes B wird im letzten Kapitel dieser Arbeit 
gegeben. 

Das Interesse des Satzes B liegt darin, dai es uns gelungen ist, das 
Folgende zu zeigen: Jede n-dimensionale, lokal-kompakte, abelsche topologische 
Gruppe mit abzéhlbarer Basis ist in den (n-+-2)-dimensionalen euklidischen 
Raum topologisch einbettbar. 

Der Beweis dieses letzteren Satzes wird in einer spdter erscheinenden 
Arbeit enthalten sein. 

AuBer den Hilfsmitteln, die zum Beweis des Satzes B notig sind, werden 
auch andere Anwendungen dieser Hilfsmittel erwahnt. 

Kapitel | enthalt einige, sich auf berandete Pseudomannigfaltigkeiten 
beziehende Grundbegriffe, unter anderen den Begriff des Randzyklus, den 


, g* 
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des verschlingenden bzw. den des nicht-verschlingenden Zyklus und inneren 
Gebietes. Auferdem sprechen wir zwei Satze aus, deren Beweise nur spater 
gegeben werden. Mit der Hilfe dieser Saitze kann man_beweisen, daB ein 
Kegel tiber eine (n—1)-dimensionale, nicht-orientierbare, geschlossene Pseu- 
domannigfaltigkeit in den (n+ 1)-dimensionalen euklidischen Raum nicht 
einbettbar ist. Die Nichteinbettbarkeit in den (n+ 1)-dimensionalen euklidischen 
Raum des topologischen Produktes einer n-dimensionalen,. nicht-orientierbaren, 
berandeten Pseudomannigfaltigkeit und eines nicht-diskreten topologischen 
Raumes wird ahnlicherweise gezeigt. 

Im Kapitel II wird von den einfachen Bogen, von den geschlossenen 
Jordanschen Kurven und von deren Zyklen die Rede sein. 

Kapitel III behandelt die folgende Frage: Wann fallen zwei, sich auf 
ein nicht-verschlingendes inneres Gebiet stiitzende Bogen auf dieselbe, und 
wann auf die entgegengesetzte Seite dieses Gebietes? 

Kapitel IV berichtet tiber nicht-verschlingende duBere Gebiete der. nicht- 
verschlingenden inneren Gebiete, und tiber ihre Ufer. 

Im Kapitel V zeigen wir einen Zusammenhang zwischen der Orientier- 
barkeit der Pseudomannigfaltigkeit einerseits, und der Méglichkeit des Ufer- 
wechsels bzw. dem Verschlingen oder Nichtverschlingen des entsprechenden 
Zyklus anderseits. 

Die Definition des lokal-geordneten Raumes befindet sich im Kapitel VI. 

Kapitel VII handelt von den, durch topologische Pseudomannigfaltigkeit- 
systeme erklarten, lokal-geordneten Raumen. 

Den Inhalt des Kapitels VIII bildet endlich der Beweis des Satzes B. 

In dieser Arbeit wird im allgemeinen die Alexandroffsche Bezeichnungs- 
art angewendet, und die Kenntnis der Biicher [1], [3] und der Monographie 
[2] vorausgesetzt. 


|. VERSCHLUNGENE UND UNVERSCHLUNGENE 
PSEUDOMANNIGFALTIGKEITEN 


I: 1. Randzyklus der berandeten Pseudomannigfaltigkeiten 


Fs sei P ein solches krummes Polyeder, welches eine n-dimensionale 
berandete Pseudomannigfaltigkeit ist. Sei Q der Rand von P. Die Menge 
PQ, welche ein Gebiet in P ist, bezeichnen wir mit I"p. Sie ist das Innere 
von P. 

Als Koeffizientenbereich wird in diesem Kapitel der Restklassenring mod 
2 angenommen. Wir bezeichnen ihn mit Js, und seine Elemente mit 0 und 1 
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Die additive Gruppe der rationalen ganzen Zahlen bezeichnen wir mit /, und 
ihre Elemente mit 0, + 1, + 2,. 


I:1.1. DEFINITION. Unter einem Randzyklus der berandeten Pseudoman- 
nigfaltigkeit P verstehen wir einen solchen (n—1)-dimensionalen wahren 


Zyklus z”-!, welcher 
a) ein wahrer Zyklus des Kompaktes Q ist, 


b) in P homolog Null ist, 
c) in Q nicht-homolog Null ist. 


I:1.2. Satz. Es existiert ein Randzyklus z"* =(z}", 2",..., 207, ee) | 
von a welcher der Rand eines n-dimensionalen PeoZyklus y He Si ae 
..) des Kompaktes P ist, d. h. a ‘== Aze (k=1,2,...). 


“age Satz. Es seien zi' und z}' Randzyklen von P. Dann is 
ey aes 1 at #) 


131.4. Satz. Sei z"! ein Randzyklus von P, und I eine nichtleere 
offene Teilmenge von Ip. Dann ist 


Zz A00 in PAD. 


Wir beweisen die Satze I:1. 2, I:1.3 und I:1. 4. 

Da bei der topologischen Abbildung der berandeten Pseudomannigfal- 
tigkeiten aufeinander Rand in Rand, offene Menge in offene Menge und so 
Randzyklus in Randzyklus iibergeht, geniigt es die obigen Satze auf gewodhn- 
liche Polyeder zu zeigen. 

Es sei P ein Polyeder, welches eine n-dimensionale berandete Pseu- 
domannigfaltigkeit ist. Sei Q der Rand von P. Sei M eine Triangulation des 
Polyeders P. M ist auch eine n-dimensionale berandete Pseudomannigfaltigkeit. 
Sei N der Rand vom M. Der Kérper M des Komplexes M ist offenbar P, 
und der Kirper N des Komplexes N ist Q. 


’ BEWEIS VON I:1. 2. Es seien ¢{,...,¢; die Eckpunktgeriiste der n-di- 
mensionalen Simplexe des Komplexes M. Wir betrachten die folgende 
n-dimensionale Kette 
1f;. 


ue 
41 
zm ist ein Zyklus in dem Teilkomplex M\.N. 
Sei z3,' der Rand von zy, d. h. 


~% 
2M = Ayzy. 


z.| ist ein solcher von Null verschiedener, und darum in N nicht-beranden- 


der (n—1)-dimensionaler Zyklus des Komplexes N, welcher in M berandet. 
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Wir bezeichnen jetzt die k-te baryzentrische Unterteilung des Zyklus 
zi, mit (2x, und die des ziy' mit (z'v')x (K=1,2,.-.). Wir betrachten 
die Zyklen 

Z= ((zi) 5 (z")2; whe} (zk: . ) 


2" = ((zir')ty (Ziv day « «+5 (Zt Jew ++») 
z"' ist offenbar ein Randzyklus der Pseudomannigfaltigkeit P, und z" ist 
ein solcher /’p-Zyklus des Kompaktes P, wo 


A(zu)e = (Zn) (k==1, 2,...): 


und 


BEWEIS VON I:1.3. Zuerst machen wir eine Vorbemerkung: 


Es sei z"-! ein solcher (n2—1)-dimensionaler Zyklus des Komplexes N, 
welcher in N nicht berandet, aber in M berandet. Das heifBt 2*-! = 4x", wo 
x" ein n-dimensionaler, von Null verschiedener Zyklus des Komplexes M\N ist. 
Da aber M eine n-dimensionale berandete Pseudomannigialtigkeit ist, gibt es 
nur einen einzigen solchen Zyklus. Deshalb ist 


"2M; 
und so 
(1) 2" =2zy. 


(Die Zyklen zi und zy' sind dieselben wie im Beweis von I:1. 2.) 
Betrachten wir jetzt die Randzyklen zi ' und zs der Pseudomannig- 
faltigkeit P. Sei S eine kanonische Verschiebung des Polyeders P in Bezug 
auf den Komplex M. S ist gleichzeitig eine kanonische Verschiebung des 
Polyeders Q in Bezug auf N. Wegen der Definition I: 1.1 sind die verscho- 
benen Zyklen Sz’ und Sz: solche (n—1)-dimensionalen Zyklen des Kom- 
plexes N, welche im Komplex N nicht beranden, aber in M beranden. Wegen 
(1) ist daher 
Szi'=Sz'=2h. 
Also , 


-1 n-l1 ‘ 
Szi ~ Sz, in dem Komplex N, 
und so 
nel 


zi '~2z' in dem Polyeder Q= N. 
BEWEIS VON I:1.4. Es sei M, eine so feine baryzentrische Unterteilung 
des Komplexes M, daf ein solches offenes 77 Simplex des Komplexes Mx 
findbar ist, welches eine Teilmenge von J’ ist. Da M und so auch jede Mn 
Unterteilung (m= 1, 2,...) homogen n-dimensionale Komplexe sind, existiert 
eine solche M, Unterteilung. Auch M, ist eine Triangulation des Polyeders P. 
Der Rand der Pseudomannigfaltigkeit M, ist selbstverstandlich N,. 
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Es sei S, eine kanonische Verschiebung des Polyeders P in Bezug auf 
len Komplex M;. Wie wir bei dem Beweis von I: 1.3 gesehen haben, ist 


ni n-1 
A Z = 2M, 


Zz" ' ist ein Randzyklus von P), und im Falle 


n-1 
=e, 7) 
£353 Ay, x 


n n 
x =2n,. 


In der Kette 25, kommt das Eckpunktgeriist jedes Simplexes, also auch 
as t; Geriist des Simplexes 7; mit dem Koeffizienten 1 vor. Deswegen ist 


eet ee | 


S,Z"' = 2, ~~ 0'in dem Komplex M,.\.T}. 


nfolgedessen ist 


4 


z" '-~~0 in dem Korper M,\.7;' des Komplexes M,\T}. 
AS et 
Das Kompakt P\J’= Mi.\T ist eine Teilmenge des Kompaktes M,\T;’, 
olglich ist 
z" +~/0 in dem Kompakt P\J’.. 


I:1.5. Satz. Es sei P’ eine solche n-dimensionale berandete Pseudo- 
n-1 


nannigfaltigkeit, deren Inneres Ip eine offene Teilmenge von Ip ist. Sei Z; 
in Randzyklus von P und z;' ein Randzyklus von P’. Dann ist 


u-1 1 


Zi ~2d 


in dem Kompakt P\TIp:. 

BEwEIs. Zuerst bemerken wir, daB der Rand Q’ der Pseudomannigfal- 
gkeit P’ eine Teilmenge des Kompaktes P\/’p ist: 
9) OaPrllp: 


Betrachten wir jetzt den wahren Zyklus z;'. Er ist gemaB I: 1.2 und 
n-1 n-t n-1 


-1.3 mit einem solchien Randzyklus z3° = (z3,1,232,-.+)Z3e,---) homolog 
n Q, welcher die Berandung eines n-dimensionalen F')-Zyklus Zee (21220 pace 
..,Zn,-»-) des Kompaktes P ist. Also 


2) zi '~zi' in dem Kompakt Q, 
Azy = 23% (k=1, 2,...). 


Zs Ae, Mpa =(4l0 pe, AP 2s, aT eek: aa 
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z.' ist ein wahrer Zyklus des Kompaktes P\I’p’. Es ist offenbar 
(3) ze'~zi' in dem Kompakt P\Ip-. 


Sei jetzt S eine solche unendlich kleine Verschiebung des J/’p-Zyklus 
['»z" des Kompaktes P, welche einerseits die zu P’ gehérenden Eckpunkte 
der Ketten pz. (k= 1, 2,...) stehen aft, und anderseits jeden zu P\I'p 
gehdrenden Eckpunkt in einen zu ihm nachstliegenden Punkt von Q’ durch- 
fiihrt. S'pz" ist offenbar ein ’p-Zyklus des Kompaktes P’. Es sei 


2°! = AST pt" == (480 p2t, 4ST p22, -.-» ASE pz, - --)- 


n-1 


Der wahre Zyklus z; des Kompaktes Q’ ist aus dem Zyklus zi durch eine 
unendlich kleine Verschiebung im P\J’p- entstanden. Deshalb ist 
(4) z;'~z, in dem Kompakt P\Ip. 

Wir behaupten, daB zs ein Randzyklus von P’ ist. 

Die Bedingungen a) und b) der Definition I: 1.1 sind infolge de 
Konstruktion von zi’ offenbar erfiillt. Die Bedingung c) erfiillt sich ahnli. 
cherweise. Im entgegengesetzten Falle ware namlich z,’ homolog Null in Q’ 
von hieraus folgte aber wegen (1), (2), (3) und (4) zi '~O in P\Ip. Da 
ist jedoch wegen der Offenheit der Mege J’> in P gemaB I:1.4 unmdglich 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 


zi‘ ist aber auch ein Randzyklus von P’. Aus I:1.3 folgt also 
(5) ze} ~zs" in dem Kompakt Q’. 
Es gilt endlich infolge (1), (2), (3), (4) und (5) 


zi |\~z)' in dem Kompakt P\I'p. 


I: 2. Verschlingende und nicht-verschlingende Zyklen und Gebiete 
Verschlungene und unverschlungene, absolut verschlungene und 
absolut unverschlungene Pseudomannigfaltigkeiten 


Es sei P ein solches n-dimensionales krummes Polyeder in dem (n+ 1 
dimensionalen euklidischen Raume R""’, welches eine n-dimensionale berat 
dete Pseudomannigfaltigkeit ist. Wir behalten iibrigens die Bezeichnungé 
von I[:1. 


I: 2.1. DEFINITION. Es sei z”-! ein Randzyklus von P. Sei z' ein ei 
dimensionaler wahrer Zyklus einer zu Q disjunkten kompakten Teilmen; 
des Raumes R"*'. Der Verschlingungskoeffizient n(z"',z') ist ein Eleme 
des Ringes Jo, und er ist wegen I:1.3 von der speziellen Wahl des Ran 
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ryklus z”"! unabhangig. Es gibt daher zwei einander gegenseitig ausschlie- 
Jende Mdglichkeiten: 

a) v(z""!, z')=0. 

In diesem Falle nennen wir z' einen nicht-verschlingenden Zyklus der 
Pseudomannigfaltigkeit P. 

D)Ao(z yg") 1) 

In diesem Falle nennen wir z! einen verschlingenden Zyklus der Pseu- 
lomannigfaltigkeit P. 


I: 2.2. DEFINITION. Es sei /’ ein Teilgebiet von /’p. Es gibt zwei einan- 
Jer ausschliefiende Moglichkeiten: s 

a) Jeder eindimensionale wahre Zyklus des Gebieies /° — d.h. jeder 
2indimensionale wahre Zyklus jedes Teilkompaktes des Gebietes /°— ist ein 
uicht-verschlingender Zyklus der Pseudomannigfaltigkeit P. 

In diesem Falle nennen wir J” ein nicht-verschlingendes inneres Gebiet 
ler Pseudomannigfaltigkeit P. 

b) Es gibt einen eindimensionalen wahren Zyklus des Gebietes J, 
welcher ein verschlingender Zyklus der Pseudomannigfaltigkeit P ist. 

In diesem Falie nennen wir /’ ein verschlingendes inneres Gebiet der 
Pseudomannigfaltigkeit P. 


I; 2.3. BEMERKUNGEN. Jedes Teilgebiet von /’,, welches durch eine in 
sich durchgefiihrte Deformation auf einen seiner Punkte zusammenziehbar 
St, ist offenbar ein nicht-verschlingendes inneres Gebiet der Pseudomannig- 
altigkeit P. Infolgendessen ist z. B. der Kérper des Sternes eines inneren 
Eckpunktes. einer krummen Triangulation von P ein nicht-verschlingendes 
mneres Gebiet. 

Jedes Teilgebiet von 7», welches eine Teilmenge eines zu Q disjunkten 
spharischen Gebietes des (n+ 1)-dimensionalen euklidischen Raumes ist, ist 
Mfenbar auch ein nicht-verschlingendes inneres Gebiet. 

I; 2.4. DEFINITION. 

a) Die berandete Pseudomannigfaltigkeit P nennen wir dann eine unver- . 
schlungene Pseudomannigfaltigkeit, wenn Ip ein nicht-verschlingendes inneres 
Sebiet von P ist. 

b) Die berandete Pseudomannigfaltigkeit P nennen wir dann eine ver- 
chlungene Pseudomannigfaltigkeit, wenn Ip ein verschlingendes inneres 
Jebiet ist. 

I]: 2.5. DEFINITION. Es sei P ein Polyeder, welches eine berandete n-di- 
nensionale Pseudomannigfaltigkeit ist. 

a) Das Polyeder P nennen wir dann eine absolut unverschlungene Pseudo- 
nannigfaltigkeit, wenn g(P) bei jeder topologischen Abbildung g des Poly- 
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eders P in den (n+ 1)-dimensionalen euklidischen Raum R"*', unverschlun- 
gen ist. 
(D. h. P ist auch dann absolut unverschlungen, wenn es in R"*" nicht 
einbettbar ist.) 

b) Das Polyeder P nennen wir dann eine absolut verschlungene Pseu- 
domannigfaltigkeit, wenn p(P) bei jeder topologischen Abbildung des Polye- 
ders P in den (n+ 1)-dimensionalen euklidischen Raum R”** verschlungen ist. 

(D. h. P ist auch dann absolut verschlungen, wenn es in R"** nicht 
einbettbar ist.) 


I: 2.6. BEMERKUNGEN. Jede solche n-dimensionale berandete Pseudo- 
mannigfaltigkeit, deren Inneres durch eine in sich durchgefiihrte Deformation 
auf einen seiner Punkte zusammenziehbar ist, ist offenbar absolut unverschlun- 
gen. So ist jeder auf eine (n—1)-dimensionale geschlossene Pseudomannig- 
faltigkeit gebaute Kegel absolut unverschlungen. Der n-dimensionale Wiirfel 
ist auch absolut unverschlungen. 


I: 2.7. Ohne Beweis seien hier zwei Satze erwahnt: 

a) Jede n-dimensionale nicht-orientierbare berandete Pseudomannigfaltig- 
keit ist absolut verschlungen. 

b) Jede n-dimensionale orientierbare berandete Pseudomannigfaltigkeit 
welche keine inneren homolog-singuldren Punkte besitzt, — d. h. solche Punkte 
deren n-dimensionale lokale bettische Gruppe in Bezug auf das Koeffizienten- 
bereich J eine zyklische Gruppe ist — ist absolut unverschlungen. 


Den Beweis dieser Satze geben wir im Kapitel.V. 


I: 2.8. Es bleibt noch die Frage offen, ob es solche berandete Pseudo: 
mannigfaltigkeiten gibt, die weder absolut verschlungen noch absolut unver 
schlungen sind. Mit anderen Worten gesagt: Gibt es zwei solche homé6omorphi 


Polyeder im R"”, von dene! 
das erste eine n-dimensional 


Gur unverschlungene, und das zweit 
OP eine n-dimensionale verschlun 
. gene Pseudomannigfaltigkeit ist 


Die folgenden Figuren gé 
Fig. a) Fig. b) ben auf diese Frage eine beje 
hende Antwort. 

Die Figuren a) und b) stellen offenbar zwei homdomorphe zweidimer 
sionale berandete Pseudomannigfaltigkeiten dar. Der Randzyklus ist in beide 
Figuren ein eindimensionaler, im Randkreis nicht-berandender wahrer Zykht 
des Randkreises. Auf der Figur a) ist mit diesem Zyklus kein innerer Zykit 
verschlungen. Auf der Figur b) ist ein nicht-berandender eindimensional 
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wahrer Zyklus der diinn gezeichneten Jordanschen Kurve ein verschlingender 
Zyklus. 

Die auf den Figuren vorkommenden homéomorphen berandeten Pseudo- 
mannigfaltigkeiten sind orientierbar, und der mit p bezeichnete Punkt ist 
ein homolog singuldrer innerer Punkt. Darum sind die Bedingungen der 
Satze [:2.7 hier nicht erfiillt. 


I: 3. Zwei Einbettungssatze 


Wir beweisen zwei Folgerungen des Satzes I:2. 7a). 


I: 3.1. Satz. Der auf eine nicht-orientierbare geschlossene (n—1)-dimen- 
sionale Pseudomannigfaltigkeit gebaute Kegel ist in den (n+ 1)-dimensiona- 
len euklidischen Raum nicht einbettbar. 


Bewels. Der auf eine nicht-orientierbare geschlossene (n—1)-dimensio- 
nale Pseudomannigfaltigkeit gebaute Kegel ist eine n-dimensionale nicht- 
orientierbare berandete Pseudomannigfaltigkeit. Infolge I:2.7a) ist er daher 
absolut verschlungen. Er ist — wie wir in I:2.6 gesehen haben — auch 
absolut unverschlungen. Das ist aber wegen der Definition 1:2.5 nur dann 
m6glich, wenn er in den (n-+1)-dimensionalen euklidischen Raum _ nicht 
einbettbar ist. 


I: 3.2. Satz. Das topologische Produkt einer n-dimensionalen nicht- 
orientierbaren berandeten Pseudomannigfaltigkeit und eines nicht-diskreten 
topologischen Raumes ist in den (n+-1)-dimensionalen euklidischen Raum 
nicht einbettbar. 


BEwels. Es sei P eine n-dimensionale nicht-orientierbare berandete Pseu- 
domannigfaltigkeit und C ein nicht-diskreter topologischer Raum. Wir setzen 
die Existenz einer topologischen Abbildung ¢ des topologischen Produktes 
P> Cin R™' voraus, und bezeichnen fiir jedes géC (P,) mit P,. Der 
Rand der Pseudomannigfaltigkeit P, sei Q, und ihr Inneres /%,. 

Sei gy ein Haufungspunkt von C. Weil C nicht diskret ist, existiert ein 
solches gy. Wegen der Nichtorientierbarkeit von P ist gemaf 1:2.7a) P,, 
verschlungen. Sei z),' ein Randzyklus von P,,. Sei Z;,—= (21; 22, -+ +) Zhy +++) 
ein verschlingender innerer Zyklus der Pseudomannigfaltigkeit P,,, d. h. ein 
solcher eindimensionaler wahrer Zyklus eines Teilkompaktes “,, von /’,,, der 


1 Das topologische Produkt der Raume A und B bezeichnen wir mit A x B. Die 
Punkte von A X B bezeichnen wir mit [a, b], wo a¢ A und 6 €B. Sei 6 ein Punkt von B. 
Mit A, bezeichnen wir die Menge der Punkte [a,b], wo a€A. A, ist natiirlich mit A 


homodomorph. 
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ned 


mit z".’ verschlungen ist. Wegen der Verschlungenheit von P,, existiert ein 
solcher Zyklus z', (siehe die Definitionen 1:2. 1, 1:2. 2 und 1:2. 4). 

Es sel 
(1) 0<e< + r(Hy, Que * 


Sei V eine solche Umgebung von‘ go in C, dab fiir jedes g€V und peéP 


(2) r(g[>, gl, gle, g]) < & 


Aus der Bikompaktheit (im Alexandroff—Hopfschen Sinne) von P folgt die 
Existenz einer solchen Umgebung. 

Sei q’ ein von go verschiedener Punkt von V. Da go Haufungspunkt 
von C ist, gibt es ein solches -q’. Es sei fiir jéden Punkt p €P 


WY [p, qo) = ¢[p, q'). 


w ist wegen (2) eine solche topologische Abbildung der Pseudomannigfal- 
tigkeit P,, auf die Pseudomannigfaltigkeit P,, wo fiir jeden Punkt pe Py 


(3) r(p, w(p)) <& 
Wir zeigen, dah 


v(zi', 21) = v(zn', W(Za))- 


Es sei namlich ko eine so groke ganze Zahl, dafi fiir beliebiges k= ko 
zi ein &Zyklus ist. Wegen (3) entsteht y(z:) aus zi durch eine e-Verschiebung 
in R"*', und so ist wegen (1) 


zi ~ (zi) in der offenen Menge R"'\Q,, (k= ko, ko +1, .--). 
Darum ist wirklich 


(4) v (Za, ’ 7) we v(zi, ’ w(Z:,)). 


w(z.,) ist ein eindimensionaler wahrer Zyklus des Kompaktes (%,,). 
w(#,,) ist ein Teilkompakt des zu P,, disjunkten Kompaktes P,,, folglich ist 
es disjunkt zu P,,. Der Randzyklus zi,’ berandet in P,, (siehe Definition 
I:1. 1). Deswegen ist 


v(Z;, ’ W(Zi,)) = 0. 
Wegen (4) ist daher z,, kein verschlingender Zyklus von P,,. 


2 Die Entfernung der Mengen A, B bzw. der Punkte a, 6 bezeichnen wir mit r(A, B 
bzw. r(a, b). ) 
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Wir sind zu einem Widerspruch gelangt, unsere Voraussetzung war 
also falsch. Demzufolge existiert wirklich keine topologische Abbildung des 
Raumes P x C in den (n-+ 1)-dimensionalen euklidischen Raum. 


(Eingegangen am 25. Juni 1959.) 
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ON THE MEAN VALUES OF CERTAIN FUNCTIONS 
IN PRIME NUMBER THEORY 
By 
S. KNAPOWSKI (Poznan) 
(Presented by P. Turdn) 


1. In the present paper we shall be concerned with the following well- 
known functions occurring in prime number theory: 


ie1) A(x) =H (x) —x= > A(n)—x 
where se 
Ciigger sy sh Cae Wee Hees 1D rss y* 
ars 0 otherwise, 

(1. 2) M(x)=Du(n) - 
where 4 

(an i ite, 

u(n)=) (—-1)! if n=pips... pe, pid; (#S), 
0 otherwise. 


The question of the behaviour of 


(1. 3) max |4(x)|, 
1ScST 

(1. 4) max |M(x)| 
tr i 


as 7 tends to infinity, is of particular importance both in prime number 
theory and the theory of the zeta-function. In fact, as well known, on setting 
either of the expressions (1.3), (1.4) equal to 0(7) we get a formula equi- 
valent to the prime number theorem (see e. g. [4], p. 79, 83, 567,588 and [5)). 
Similarly, on setting either of (1.3), (1.4) equal to O(7'2*') (¢>0, arbitrary) 
we get an estimate equivalent to the Riemann hypothesis (see e.g. [6], p. 120, 
132, 161). 

Many people were researching on this subject. The best present upper 
estimate for (1.3) (and, as one can verify, also for (1.4)), as recently proved 


by I. M. VinoGRADov [11], is 
c, Ten (og 708.2 


1 p and further p,, p2,..- denote prime numbers throughout. 
2 Throughout this paper c;, cy, ... denote positive numerical constants. 
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On the other hand, P. Turan [9], [10] has found the following lowe 
estimate for (1.3) valid for all sufficiently large 7: 


Let ovn=Potly~o [7 = pte a zero of &(s). Then 


log T 


fo =o 
Cis 5) max | _1(x)| ed Pe ) log log 7 
Lite: 
if only 
(1. 6) T - max (c,, exp (exp 60 log’ |99|)) 


(c, is an explicit numerical constant). 


As to the lower estimation of (1.4), a certain step has been made b 
myself [2]. It is as follows: 


Suppose 
. 
vd 2 
(124) | pan dx alogyh, for -Te1; 
then 
1 
(1. 8) max |M(x)| > 7? exp|— et) 
Ise? _ | log log T. 
if only 
(1. 9) T = max (c,, exp (300 @)). 
In this paper instead of (1.3), (1.4) we shall study the mean valu 
pr 
* | I(x)] 
Pater 
(1. 10) | St dx, 
1 
- - 
(1.11) | Behl 


and get some lower estimates for them. Namely, we shall obtain an inequal 
similar to (1.5) but with (1.10) on its left-hand side in place of (1. 
(Theorem 1). In order to avoid unnecessary calculations we have retained f 
saine parameters as taken in [10] and have been led thereby to the sai 
restriction (1.6) on 7. Of course, this is not essential and one could, 
discussing carefully the choice of parameters, get small improvements. 
Lower estimation of (1.11) will be given further on (Theorem 2) as 
improved version of the above quoted result of [2]. Instead of (1.7) - 
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conjecture 


by 


1 
(1. 12) | MON Ge cat for area 
z 


Curiously enough (1.12) will imply 


T 


1 
(1. 13) jeri 7? exp(— et 
= log log T- 


1 


provided 
T = max (Cs, e”). 
2. We shall proceed on using two characteristic lemmas due to TURAN. 
These are 


LEMMA 1. (See [10], p. 52; for further improvement see [7].) Let 
21, 23,..-,Zm be complex numbers such that 


|z4| =|zo]---= lel, |zi| 1. 


Let 6;, b2,..., bx be any complex numbers. Then, if m is positive and 
N=M, there exists an integer v such that 


m=vsm-4+N, |bizit+boz+---+buzu| = 


a fea) min |6;+6.+-++-+6,|. 
—~\48e 2N+m) isj=mu 7 


LEMMA 2. (See [10], p. 56, Corollary 1.) Let 21, 22, ..., 2m be complex 
numbers such that 


max |z;|=1, min|z,—z,|=9, 2,40 (j=1,2,..., M). 

1==j=M u#Y 
Let, further, complex 61, b2,..., br be arbitrary. If m is a non-negative integer, 
then there exists an integer r. such that 


|b1zi1-+bo23+ +++ + buzin| = oo 
uU = IV (COL 
2, l6il al 


3 As edsily seen, (1.12) follows e.g. from (1.2) or (1.3) of [2]. 


m+til=s=rs=m4M, 
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3. Before we turn to the proof of Theorem 1, let us remind ourselves 
of some well-known facts from the theory of the C-function (see e. g. [8]). 


ro+inical1+e+ie? | log (2 + tl) + 


(3. 1) Bi sy 3 
Stihl 
Rae = Vo—ly +? 2 
(3.2) For every v = 2 there exists a T. (1 = 7T.= +1) such that 
a : 3 
= (o+it)|=c,log’T, along —a =o22, t=T-. 


Also, 


E44 


(3.3) Denoting by N(T) the number of ¢-zeros in 
Cede tT Vs T. s=e Fi, 


<c,log?(2+it|) (—%<t<+ >). 


we have 
N(T) Sex T log T. 


seh ly e 
THEOREM 1. Let @,=Pot+!l%o (6, 43 2) be a zero of the ©-function. Then 


We 


; Vlog log 7!’ 
provided 
(4. 2) T = max (cy, exp (exp 60 log” |o9| )), 


cy) being numerically calculable. 


Proor. Let integer k be restricted by 


(4. 3) Rieke SR PN, 
where 

log T - 
(4. 4) K\= foglogT” N, = log” T (log log T)*. 
Let L > 2 satisfy 
(4. 5) L¥otNe < T < LhotXot! 


whence 
1 


(4. 6) log® T= L = = jogio ip 
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Put 
(4.7) ae ig? 
Writing 

F()=—(26)+ 20) 


we start from the integral 


‘ Lentil l+ntiT, 
] x* — A(n)—1 3 
29 JaN—z, | garoa=— F404 | (Z) 
base, i? l+y-iT, 
(1 x= 6) 


where 7, is given by (3. 2). 
As well known 


] Crs x dt ’ 
Leptin, | [antoe 3 + 0( Jae et) Pees x; 
1 [2] ES io Tr, 
Q2ni n) st _ @ - 
1+4-iT7, x 
0 +o( | a if n>x 
Ty, 
whence 
log’ = x logan 
4, T)= 2 (4()—1) k! +0( 3 nity |= 
(4. 9) rx 
log = 


= 2, (4 (n)—1)—,— + O(log" 7). 


1S 


On the other hand, taking SF (s) as integrand we apply Cauchy’s theorem 
to the rectangle with vertices 

ten tite, —o téTe. 
The sum of residues is 


e S 

—x x 
> => -+1res =; F(s 
cau = amas 


» being extended over ¢-zeros. Denote by /,, 4, /;, respectively, the integrals 
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380 
over the left, upper and lower side of the rectangle Then we have by (3. 1) 


i) 
aie tite (1+ (2+) t/)4)} log (\t! +2) dt<cw, 


(3. 2) 
x 
I, re Abeer ae 
-T, e ise 2 
i+y 
| [5 <5 Sr re {cr log? 7, + 1 + e6(1 + (2+ T= )log (7; + 2)}do<culog7 
ry 
and similar inequality holds for /,. Further, we have 
log’ x ~e log* $ 
Fes Ores, |Fe-9 (O)| 
TPO) Tra tew Oke 


= iki iV(k—s)! 


res a -F ()|= 


and the last expression 1s 
21 log T log log jog 7 
=cpe log log 7 


as shown in [10], p. 117. 
Putting all this together and in view of (4.9) we obtain 

d at log T log log log T 
(e log log T i 


x 
k 
g* — 


ee eS —— 
74 eas SF 
= § We get then on the left-hand side 


lo 
(4.10) 24) —1) 
bt — 


Now integrate (4. 10) over 1 = 
log* — = 
ood Xiem i pay (4(n) — 4(n—1)) 


n dx- 


s@=| Su@—0 a 
é rx indy 
io? HUQ—4()) ge bot 

ts jas J } 40) (log: * — tog s|+ T 


(4{x))— Hab) — 
Ce 
a al 


+ Als — (los 73 
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Consequently, 
é 
log* — — log* 
3@=—| F 4q—2 Ht act 
(4. 11) Ties : 
; 
ca 
‘ o| |Z 4 (Ex))| log" Aa): 
oa 
But as 


xk 


4b) og" 2 = 0[ 5}, 


the error term in (4.11) becomes O(1) and we get 


: log* = — lo Ae 
(4. 12) Es PALO) pe = AXON) 0 E) 0 (1). 
1 fi 
Now 
é 
log* ~ — jog 
n tt, 
3@= Siam] re 3 
Further 
¢ x SF PS g 
s log" on Faaco log* ae , 
n n+l 1 at | res Wc p= 
tae dx =f 108 ane ; k log > ax= 
14.13)” 
1 ie gr tis; : cat loge?T 
C14 1 kK-1E = 2... 2 
Tae ar J log een caaki (yh ed)! 
1 
since ; Bae [eH < [hot = T, 
But 3 
log! T ¢ log a ( log T log log log if b (4. 3), (4. 4), (4. 2), 
Wea! rag <€xP|Cis "Tos log T Mi 


whence the integral (4. 13) is 


log T log log log T F 


E 
< cu expe log log T 


382 S$. KNAPOWSRI 


Hence 


(4. 14) 


5 -|4(n)| log T log log log T 
8:6) < Cu B+ EXP Cis "Fp fog T |. 


Since for as=x<n+1 (n=1,2,...) 
A (x) _. Aw) 


x x it 
we can write 
o+l a+l +t 
Ata) _ | A(n) ie | A(x) ntth \A(n) — 4(x) ee 
n n . < : n rae 
a+l n+l 
A(x) at 1 is 
={ ars | wm|z-yle- 


n+l n+l 


-{ AO ax +-w(n) (+ —tog(1 +4] | Adee o[ wi) e 


n 
atl 
P22 aceo(!) 
Consequently | 


AW 4 Oly een me 
Oh « fan (8) 


This and (4. 14) give 


L A(x)} log T log log log T | 
5 HlahG? lh log T log log log 7 
ay (E) 2 Cis js dx-+log§|§- exp [o. log log T 


1 
Since 


14@)1 gy =iloi for)-< = 2, 
. 6% 


we finally get by (4. 12) 


T 


- " |4(x)| log T log log log T 4 
4. 15 J == C46 | Cor -§- | x 8 8 8 * S 
( ) | (&)| = C ) x dx 5° exp ]c;. log log T log S: 


1 
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Now, we integrate the right-hand side of (4. 10) 


3@——| x ol: ( og T log log log 
oe, oe aC ta eh log log T i 


i is log T log log log T 
ons, Figen t O[Fex(21 log log T |) 


Hence 


(4. 16) haat ae oFT(ef 1) 


aot ‘5, log T log log log T 
+0[F-exp(21 8 Te eee), 


since 


= 


We shall estimate the sum 


=> 1 oc 
ae }s2 or 


(4. 17) |S|= 


i 
pe (a+ 1)| 


| Fol 7, ? 


from below. Owing to (3.3) and (4.6) the number M of terms in S does 
not exceed 


1 = 
log’® T (log log 7)”. 
Writing S in the form 
Lo k+l re L° O09 \K+1 1 
si-(E) | > (Ey 
lOo| |9e}<7, 0/0 Os 
co log T 
we can apply Lemmal with N=log T (log log 1? m= Ky = Ogio?’ 
ea | sted 2 
as z;-numbers, as 6b,-numbers. The condition max|z;|=1 is 
0/00 ; foul : j 2 


obviously satisfied since, owing to (4.2), |J,,! cannot exceed 7,. Hence fixing 
k+-1 at » of the Lemma we obtain 


Po \t 
min |6,+ b2+ --- +6;|- fis 


(4.18) |Sj= HS A822 cn Mate B), 1Sj=N |2o| 


Similarly to [9] we have 


, L® ial 1 N ie [-1 log T ak) 
(4. 19) ion 48e2 2N-+m, ay Vlog log 7: 
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In order to estimate min |b,+ 62+ .---+6;| we note that 
1=j=M 


RO. —=R 1 as B+1—iy _ B+1 1 > Ci7 5 Cis 
Rh=R— = Nps y GHEY ate TE loge 


Hence 
min |b/+62+---+6;|= min Ht (b1 + bs + +++ +0) = 
1Sj=M 1=j=M 


4. 20 i: 
ans == min (RE Ro « -+6;) = we 


log’: T 
Putting (4. 18), (4.19), (4. 20) together we get 
) log ft; 
4, 21 Si Th ee : 
ber, S| / log log T 


(4. 16) and (4.17) give 
Ke log T log log log T ) 
3J(§)=—ES+0O (5 exp [21 a og tevin 
and consequently 


log T log log log T 
a\-aiss olen iP) 


Taking into account (4.15) and (4.21) we have 


ax 


T 
Néger ca bexp & log T log log log | | 4 (x)| 


log log T 24 


log T log T log log log T 
= Peel 12 82] 4-0( en (1 ETAT) 
Vlog log T- Ms a log log T 


and finally 


r log 7 


pe |4@)| dx = - Thre nt Vlog log 7 


1. 


log T log log log ry 


— C19 exp (es log log F 


log T C14 log T 
= To ex [- 13 eT | (1— Sex (14 — =|) > 
y \ log log T- VT Vlog log T 


log T 
a= T® ex [— 1487). 
7 Vlog log T 
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5. We now turn to the second result. As mentioned above, we shall 
stimate (1.11) from below under the conjecture 


1 
=) (AMON i <aT? for od eet: 


In this section we shall find out some consequences of (5. 1). Starting 
rom the well-known formula 


izes, M (u) Bg : 
en73|\ oe eal duo eet == O--1L) 01 


see [6], p. 159, (633)) and writing 


1 


L 


gry= {Mau (<a?) 


ve obtain for me 


i = tf MP ta [Od Io LO| inf AO a 
rank i ) du =\s\oa ch Bue 
1 i a+ 


lence, in first instance, (5.1) ensures that the Riemann hypothesis is true. 
Aoreover, we get 


ethi[z+A)a 


| 1 
; ; 


| 
\S@e+A) | 
fith arbitrary h >O and e@ being any complex ¢-zero. Hence, multiplying each 
ide of (5.2) by # and letting A tend to zero, we obtain 


5. 2) 


= 


10,4 


3) ols 


0, we have got the statements (A), (B) of [2]. For the sake of completeness 
fe shall repeat them here. 
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(5.4) For every T= Cx there exists tr (T<tr<T+1) such that 


\-ekiny rapt e for 1 2022. 
Also 


aan | =U es (—o <t< + co). 


(5.5) All $-zeros are simple. 


In fact, (5.5) follows from (5. 3); as to (5.4), references have been 
given in [2]. Further, we obtain : 


(5.6) Let 01, be two different 5-zeros. We have on (5. 1) 


be 1 
lel = Sa (maxley 
i=1, 2 
We can confine ourselves to a short sketch of proof, as it follows exactly 
o he p , 

that of [2]. Writing a =a tit» a=ytin we can certainly suppose 
0<71< 72. Then we have 

Ye ; 

4 oe Me is} oh oes 
o—| C (5 +it}at—G—ne (5 vin) 98 (4 +it)at 
vi 


Hence and by (5. 1) 


a foe (E-+ie)ae|, 
v1 


Estimates given in [2] furnish then 


Yo— VY 
Nn 


fs tae 


lA 


15 Cr 
<zan—ny 7 
whence the result. 

6. THEOREM 2. /f 
e 
| L 
(6. 1) [ ds <a7? Tr a lini, 
1 
a being independent of T, then 
yy 


(6. 2) i ea T? ® exp(— al 
1 og logs. 


ON THE MEAN VALUES OF CERTAIN FUNCTIONS IN PRIME NUMBER THEORY 387 


for 
(6. 3) T > max (co;, €°), 
Cy, being numerically calculable. 


REMARK 1. Note that the theorem is still valid when (6.1) and (6. 3) 
are replaced by (1.7) and (1.9), respectively. 


Proor. In order to avoid repetitions we shall only outline the proof 
and refer for details to the section 4 and [2]. 

We introduce the parameters k, K,, N.,L,7 by (4.3)—(4.7) and start 
from the integral 


1+7+it7, 1+-+it7, 
z Pan) Sant <7 e(n) { (2) ds 
a 1% D=o7 i et EG) SS oni n}) se 
Lty-ity L+y-ity, 
lees.xcpe 7), 


t, being given by (5.4), and similarly to (4.9) we get 


log* = 
(6.5) (x, T) =D ew (n) y+ O (exp Vlog 7). 


i 


On the other hand, in virtue of Cauchy’s theorem applied to the rectangle 
with vertices 
l+ntitz, —l tit, 


we have 
BH im 2 aerate cet Ol| i+] Il JI). 
| Fol<ty, 9 a ; (1) | (IT) (111) 
>. a $ 1 
where | , ; stand, respectively, for integrals of Ht : Fis) over the left, 


(Ch) eal O08 fel EHO) ; 
upper and lower side of the rectangle. Proceeding like in [2], we obtain by 


(5. 4), (6.5) and (6.6) 


x 
; log x? 1 log T 

rs n > Pan See 
Be ah < ot (0) erage meas 
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Now integrate (6.7) over 1=x= T. Similarly to § 4 we get 


x 
ies — 
sei-|f Be, > u(n) < 
(6. 8) = 
" \M (n)| | log T log log log 7 
= Co 2 7 T exp ba Jog log 7 log alt “ 
Further 
n+1 : 
imcn)| (Mo ax+0(4] 
my iH y x n) 
~ and 
“p - log T log log log T 
(6.9) |5(T)| < cn | MOO! ax. Te” 88T Jog T. 


i! 


On the other hand, on integrating the right-hand side of (6.7) we have 


Tet _ log T we). 
Lex 
, @+ No rs @ ui o|re *P Viog ic Vlog log T 


(6.10) 3(T)= 
|, 


Let o, be the zero with the smallest positive ordinate (i. €. @1= = +i-14,13..4 
cf. [2], p. 215). Writing the sum (6. 10) in the form 


ae TO % 1 Rue fb 2 
or= |Seletz fe yo C(e) ort 
Te / 1)|& 
(e+1) 


and denoting by M the number of terms in it we shall estimate |Z| from 
below. Let us use Lemma 2 with 


0; b 7 K, je M 
eu ae eo reo ee a as n= ’ Ue aroma aS pe siae 
Ou C’ (eu) (Qu + 1) oes 


1 
where evidently M = log™ T (log log T)> by (3.3) and (6. 3). For uv we 
get by (5.6) (cf. [2]) 


|e 
10.0 


14 1 1 
ee oy | Se ne ee 


|Z — 2y| = = 6 8 
et ie alog®T = log® T 


the latter by (6. 3). 
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Choosing k+-1 as indicated in the Lemma we have (cf. [2]) 


-aaalaaial 
Z| = Sioilet| yr = 
=I 


sr = 


2%. M (log 7) * 


[6.| ( Soa 
nexp| —-=-loe™ 7 (log log 7) (log 2 +- log log 7)| = ——_—_——., 
log T 5 g T) (log g log ) exp (Vlog T) 


IV 


Hence and by (6.10) we get 
3 


my 


51 (7) = appar exp (— ViogT) — en T exp (87 | 


\|\/ 


20%" Jloglog T 
Bye tien! Mogi | 
— ap exp| C30 log lo log T, . 
This inequality combined with (6.9) gives 
* 
* [MQ@)| = | log T 
2 Seger axX=2 T- exp be C31 log log T log log log T 


1 
whence the result. 


REMARK 2. Similar problems to those .discussed above arise also for the 
case of prime numbers in arithmetical progressions viz. questions along the 
lines of [1], [3]. I hope to return to them in another paper. 


(Received I July 1959) 
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UBER DIE HOMOTHETISCHE GRUPPE VON FINSLERSCHEN 
2 RAUMEN 


Von 
GY. SOOS (Budapest) 
(Vorgelegt von O. Varaa) 


Fin Vektorfeld &—€&(x) in einem Finslerschen Raum F, erzeugt, wie 
bekannt, eine infinitesimale Bewegung bzw. eine infinitesimale homothetische 
Transformation, falls das Feld & dem Differentialgleichungssystem 


(1) Li 83 =F; +E, +2CinEev =0 
bzw. dem System 
(2) Li 8ij = C8ij (c>0, c= const.) 


geniigt, wobei L; der zum Feld & gehdrende Liesche Ableitungsoperator ist. 
Beziiglich der Beziehung zwischen den Bewegungen und Homothetien 
eines Finslerschen Raumes beweisen wir folgenden 


SATZ. Besitzt ein Finslerscher Raum F,, eine (r+ 1)-parametrige Gruppe 
H,,; von homothetischen Transformationen, dann enthdlt H,.; eine r-para- 
metrige Bewegungsuntergruppe G,, die Normalteiler in H,., ist. 

Bewels. Nach Voraussetzung des Satzes existieren im F,, r+ 1 Vektor- 
felder &(.), fiir die die Gleichungen 


(3) Le fiji = Ca8ij (2=1,...,f+1) 


bestehen. Um die Existenz der fraglichen Bewegungsuntergruppe zu zeigen, 
_betrachten wir die Gleichung 


(4) K'Ca —— 0. 

Es ist unmittelbar klar, dai die Anzahl der linear unabhangigen Lésungen 
von (4) gleich r ist. Diese seien durch kG) (o=1,..., 7) bezeichnet. Mit 
Hilfe: dieser Konstanten bilden wir die Vektoren 
(5) Ea = Ki Ea) (Oo == I): 


Auf Grund von (3) und (4) gelten fiir diese Vektoren die Gleichungen 
Li Bi = Ko Leqay Sig = Kio) Ca ij =O. 


£() 
Diese zeigen aber, daf die durch die Vektoren (5) erzeugte Untergruppe 
G, von H,,.; eine Bewegungsgruppe von F, ist. Es bleibt noch zu zeigen, 
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daf G, Normalteiler in H,4: ist. Falls man die Vektoren (5) und den Vektor 


E17 als Basis der Lieschen Algebra einfiihrt, geniigt es zu beweisen, 
daB der Klammerausdruck 


i A) Mbeee O97, yee Sines hei 
(6) ti == [E, 7)'=§ ax’ ta yen Nin— 1 Sin 


eine Bewegung erzeugt, wenn &' ein beliebiger Vektor des durch die Vektoren 
(5) ausgespannten Vektorraumes ist. Das Zeichen ,|“ bedeutet die kovariante 
Ableitung. 

Wir bemerken, daB jede infinitesimale Bewegung bzw. Homothetie eines 
Finslerschen Raumes gleichzeitig eine infinitesimale Affinitat ist, folglich 
geniigen & und 7’ den Gleichungen der infinitesimalen Affinitat : 


(7a) Le T= 0; (7b) L_ Ci. =0, 
(8a) L, Ux =0; (8b) L,Cx=0. 


Aus (7b) bekommt man, da & eine Bewegung erzeugt, unmittelbar die 
Gleichung 


(9) Lé Ci — Crinjn g + Os Cix Eye" + Cin Eh, + Cre El + Comin Ei — 0. 
Ahnlicherweise folgt aus (8b) 


(10) Ly Cin aa Ly (is Cir) = Cir Ly, Zis ++ Lisky Cie = Cis Cir = Cy. : 
Wir bendtigen noch die explizite Form des Ausdrucks Ls Ix : 

(1 1) L¢ T me Ein +- dy i Ei r + Rin ¢! ==() 

mit 


77 


R; 3 Degas Rix Ty A; m Rox . 
Durch kovariante Ableitung erhalten wir aus (6) 
(12) diy = Ehinin +8 nin — nvm — 7 Sa 
Substitution aus (7a) und (8a) fiihrt zu 
(13) ai = Em — lB + (Rie + Rada 8 + Shee OL nj—& Mee Orr}. 
Unter Beachtung der Identitat 
Ry +h Rijn + Ri eee 0 
kann man (13) auch in der Form 
(14) Any = Elman — tie + Ryan By) + 1 Ev’ Gindr Taj —E NleY Bin Or Ln 
schreiben. 
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Man vertauscht jetzt die Indizes j und k in (14) und addiert die ent- 
standene Gleichung zu (14): 


r¢| 5) Ral + Aji — Mix + (Rixn ++ Rijn) Ey! N"' (gir ip + 2dr rs), 
wobei die Abkiirzungen 
Myx = Ei nen + Ee njin—nySeyr—eSjn, N= 9S" —E ao” 


eingefiihrt sind. 
Wegen der schiefen Symmetrie des Kriimmungstensors Rj, bekommt man 


(16) Ryrin + Regn = Rin + Rigin + 2 AjnmRom = 0. 

Durch Anwendung der bekannten Vertauschungsformel 

(Am His) — Om (Hig) = OsFhy (Om Tet) + Hej Om Vit + His dm E51 

fiir H;—gi;, erhalten wir 
(17) Si deU 5+ Bi OrL ie = (Or Bin)|n— IeGn (Or Vth) v' = 2 Cyirn — 2 Chm (Ge Len ye, 
Unter Beachtung von (16) und (17) wird (15) folgende -Gestalt haben: 
(18) yt Aj = Mir —2Ajem RomE 4 +E [Chern — Crm (Ge L0)'|N” 

Um diesen Ausdruck zu L,g;; zu erganzen, addieren wir die Gleichungen 

2 Ciem djpv” = 2(Eonir—misSir) Cum?” + 2 Asim ROmE 1) + 2 Chum (Las 0° Ne” 

zu (18). Wir bekommen 
Li gin = Lyn in = Myx + 2550" (Cyan + Cam tin) — 


9) e78 h m 
—275v (CrerinS ++ Crea Ei,). 
Nach Anwendung von (9) und (10) erhalten wir 
hign= His — 26,0 Cnt + Cone Mj — CC jr) Ve 2 N\sv- aanein ae Crtr Sj) ar 
(20 


| a + tin + 2Crir for") + 2eC ankle" +B Benim + May + 2C pre’) 
| Beachtet man, daB das Feld 2;' eine infinitesimale homothetische Trans- 
formation und das Feld &' eine infinitesimale Bewegung darstellt, erhalt man 
das Resultat: | 

Li gin = Lien 8ix sate "Eni Six +eg" “En Bin + 2c Cy Eis" 


= (En + Ex + 2 Cir Sige”) = CLe gin = 0. 
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Damit ist aber auch der zweite Teil des Satzes bewiesen. 

Nach einem bekannten Satz von H. C. WANG reduziert sich ein Fins- 
lerscher Raum F, (n=+4) auf einen Riemannschen Raum konstanter Kriim- 
mung, falls F, eine Bewegungsgruppe G, mit 


s>Fn(n—l)+1 


besitzt. Unter Beachtung des bewiesenen Satzes kann man folgendes sagen: 
Lagt ein F, eine homothetische Gruppe Hj, mit 


k>yn(n—1) +2 


zu, dann ist F, ein Riemannscher Raum konstanter Kriimmung. Es ist aber 
bekannt, daB in einem Riemannschen Raum zu einer Zahl k mit der Eigenschaft 


| 1 
=z h(a tl) >k>o niles 


keine echte homothetische H; gehort. 
Die Zusammenfassung des oben Gesagten fihrt zum 


KOROLLARIUM. In einem F, (n=&4) existiert keine eigentliche homothe- 


tische Gruppe H;, mit Fan 1)>k>z n(n—1)+2. 


(Eingegangen am 1. Juli 1959.) 
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EIN EINFACHES BEISPIEL FUR DIE UNABHANGIGKEIT 
DES HILBERTSCHEN AXIOMS Ill 5 


Von 
J. STROMMER (Budapest) 
(Vorgelegt von O. VarGa) 


Der Zusammenhang zwischen Strecken- und Winkelkongruenz wird in 
Hilberts ,,Grundlagen“ durch das Axiom III 5 postuliert. HILBERT hat fiir die 
Unabhangigkeit dieses Axioms ein Modell angegeben.' Im folgenden wird 
dieser Hilbertsche Gedanke anschaulicher gedeutet, wodurch ein etwas ein- 
facheres Beispiel fiir die erwahnte Tatsache entsteht. 

Wir betrachten als Punkte, Geraden und Ebenen die Punkte, Geraden 
und Ebenen der gewohnlichen (Cartesischen) Geometrie und deuten die Ver- 
knipfung und die Anordnung im gewohnlichen Sinne. Wir definieren das 
Abtragen der Winkel ebenfalls wie in der gewohnlichen Geometrie; dagegen 
definieren wir das Abtragen der Strecken auf folgende Art: sind A,= (x, y,, 2,) 
und A, = (X2, yo, 2) zwei Punkte und E= (x, y, z) der Schnittpunkt des vom 
Ursprung O=(0,0,0) ausgehenden und der Geraden A, A, parallelen Halb- 
strahles mit dem Ellipsoid 


DG, yeh tein] ==(). 
dann sei die Lange der Strecke A,A, durch den positiven Wert von 


VGa—x.)? + i — 2)’ + — 2)’ 
definiert. Zwei Strecken A,A, und AjA3 sind einander kongruent, wenn sie 
im eben festgesetzten Sinne gleiche Lange haben. 
In der obigen (Minkowskischen) Geometrie sind die Axiomen I, I, 
II] 1—4, IV, V offenbar erfiillt, wahrend das Axiom III 5 nicht immer erfiillt 
ist. Betrachten wir ndamlich z. B. in der Ebene z=O die Punkte 


A mit den Koordinaten x2, yO, 
B mit den Koordinaten x= 0, y=1, 
so bestehen die Kongruenzen ¢ AOB=<XBOA und OA=OB, aber die 


1D. Hipert, Grundlagen der Geometrie. Von P. Bernays besorgte 8. Aufl. (Stuttgart, 
1956), S. 45—47. 
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Winkeln XOAB und < OBA sind nicht mehr gleich, im Gegensatz zum 
Axiom III 5. 


Bio?) 


C(2-V2, 2-V2) 


O(00) A(v2.0) 


In der obigen Geometrie — dem Hilbertschen Modell ahnlich — ist 
selbst der erste Kongruenzsatz nicht immer erfiillt. Wenn namlich in unserem 
Beispiel noch C ein Punkt der Ebene z=O mit den Koordinaten x= 2— ve 
y=2—J2 ist, so gelten fiir die beiden Dreiecke AOC und BOC die 
Kongruenzen < AOC=< BOC, OA=OB und die Seite OC ist beiden 
Dreiecken gemeinsam, hingegen sind die dritten Seiten AC und BC einander 


nicht kongruent. 


(Eingegangen am 1. Juli 1959.) 


DIE VERALLGEMEINERUNG EINES SATZES 
VOOM De Lie LAE 


Von 
J. SZENTHE (Budapest) 
(Vorgelegt von O. Varca) 


Eine Punktmenge des n-dimensionalen euklidischen Raumes heiBt be- 
kanntlich konvex, wenn mit irgend zwei Punkten derselben, stets auch alle 
Punkte ihrer Verbindungsstrecke zu der Menge gehdéren. Eine Punktmenge 
des n-dimensionalen euklidischen Raumes heift nach H. Tietze! im Punkte 
P konvex im kleinen, wenn es eine den Punkt P enthaltende konvexe 
Teilmenge derselben gibt, die fiir ein geeignetes o>O alle Punkte X der 
Punktmenge mit einem Abstand PX <o enthalt. Eine Punktmenge heiBe kon- 
vex im kleinen, wenn die Menge in jedem ihrer Punkte konvex im kleinen 
ist. Der folgende Satz’ stammt von H. TieETZeE: Eine abgeschlossene, zusam- 
menhdngende Punktmenge, die konvex im kleinen ist, ist konvex. 

Die grundlegenden Untersuchungen von K. MENGER® haben gezeigt, dah 
die Konvexitat einer Menge in metrischen Raumen erklarbar ist und es hangt 
von den Eigentiimlichkeiten der Metrik ab, welche in euklidischen Raéumen 
giiltige Eigenschaften der Konvexitaét in metrischen Raumen giiltig bleiben. 
Die Begriffe, die im obigen Satz von H. TieTze auftreten, kann man in einem 
metrischen Raum auf Grund der erwdhnten Untersuchungen von K. MENGER 
erklaren. Auf diesem Wege erhalt man von dem obigen Satz eine Behauptung, 
die in gewissen metrischen Raumen giiltig, in anderen aber falsch ist. In 
dieser Arbeit geben wir mit gewissen zweckmafigen topologischen Beschran- 
kungen eine Charakterisierung der metrischen Raume, in denen diese Behaup- 
tung, die Verallgemeinerung des Satzes von H. TIETZE giiltig ist. 

Die Beweise,‘ die H. TiETZE fiir seinen Satz gab, beniitzen solche Eigen- 
schaften der euklidischen Raume (Stiitzeigenschaften, gewisse linearen Dimen- 
sionszahlen), die einerseits solche Verallgemeinerung verhindern, anderseits 
aber nicht in notwendigem Zusammenhang mit dem Problem zu_stehen 
scheinen; ja die im Wortlaut des Satzes und in Erklarung der im Satz beniitz- 


ten Begriffe nicht auftreten. 


i Tie1ZEH [1]; S: 698: 

2 Tie1ze [1], S. 698. 

3 MeNGeER [3], S. 81—82; [4]. 

4 Tietze [1], S. 698—699, [2], S. 394—398. 
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Im folgenden fiihren wir einige Definitionen (D1—6), Hilfssatze (H1—2) 
und Bemerkungen (B1—2) an, wobei F einen metrischen Raum und “(a, 6) 
den Abstand der Punkte a, 6 von R bedeutet. S<p, o> bezeichnet die Menge 
derjenigen Punkte x von R, fiir die u(p,x) =e, wobei e > 0 eine gegebene 
Zahl und p ein gegebener Punkt von & ist. Wir bezeichnen S<p, e> als eine 
abgeschlossene Kugel; p ist ihr Mittelpunkt, @ ist ihr Radius. S(p, o) ist die 
Menge derjenigen Punkte x von R, fiir die u(p, x) <e, wobei e >0O eine ge- 
gebene Zahl und p ein gegebener Punkt von R ist. Wir nennen S(p,@) eine 
offene Kugel; p ist ihr Mittelpunkt und @ ist ihr Radius. 


D1 Eine Teilmenge M von R heilit konvex,> wenn sie mit je zwei sei- 
ner Punkte a, 6 einen weiteren Punkt c, mit u(a,c)+u(c, b) = u(a, 6) enthalt. 
Eine Teilmenge M von R heift im Punkte p von R konvex, wenn es 
ein 0 >0 gibt, so daB S<p,e>nM konvex ist. 
_ Eine Teilmenge M von R, die in samtlichen Punkten derselben konvex 
ist, heift Konvex im kleinen. : 


B1 Betrachtet man den euklidischen Raum als einen metrischen Raum, 
so fallen seine Teilmengen, die der obenen Definition nach konvex sind, mit 
denen, die der gewohnlichen Definition nach konvex sind, zusammen.” 

In unserer Definition der Konvexitat in einem Punkte kommt eine ab- 
geschlossene Kugel vor, zum Unterschied von H. TiETZE, der eine offene 
Kugel beniitzt; in seinem Falle ist es unwesentlich, ob man offene oder 
abgeschlossene Kugeln beniitzt, in unserem Falle aber, wo im allgemeinen 
die Kugel keine konvexe Menge ist, scheint es zweckmabig, abgeschlossene 
Kugel zu beniitzen. 


D2 R heibt endlich Kompakt, wenn jede beliebige beschrankte, unend- 
liche Teilmenge mindestens einen Haufungspunkt in R besitzt. 


D3 Ist H eine Teilmenge von R, so kann man bekannter Weise’ H als 
einen metrischen Raum betrachten, den Relativraum H beziiglich R. Die Teil- 
menge H von RF heilit zusammenhangend,® wenn der Relativraum H keine 
nichttriviale, gleichzeitig offene und abgeschlossene Teilmenge besitzt. 


D4 Sind R und R’ zwei metrische Raume, fiir die HCR, H' CR, und 
gibt es eine Abbildung y von H auf H’, wobei fiir zwei beliebige Punkte 
a,6 von H u(a, b)=«' (g(a), 9(6)), dann heibt die Abbildung @ isometrisch 


5 Mencer [3], S. 81—82. 

6 Biumentuat [5], S. 40—43. 

7 ALexanpRoFF—Hopr [6], S. 33—34. 
8 ALExANDROoFF—HoprF [6], S. 47—49. 
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Sind R und R’ metrische Raume, fiir die HCR, H’CR,, ist g eine 
ein-eindeutige Abbildung von H auf H’, ist p€ H und gibt es ein e@>0, so 
dai gy eine isometrische Abbildung von S<p,o>()H ist, dann heiBt » im 
Punkte p isometrisch. 

Ist @ in sdmtlichen Punkten von H isometrisch, so heiBt p isometrisch 
im kleinen. 
Wir werden in dieser Arbeit wiederholt den folgenden Hilfssatz anwenden: 


H1 Ist R endlich kompakt, H eine abgeschlossene Teilmenge von R, 
die konvex ist, und a,b¢€H, dann gibt es eine isometrische Abbildung 
einer abgeschlossenen Strecke <a, #> der Zahlengeraden auf eine Teilmenge 
von H, mit g(@)=a, g(e)=—6. 

Falls H=R und R kompakt ist, erhalten wir einen Satz, der im we- 
sentlichen von K. MENGER stammt.? Im Falle, wo H=R und R endlich kom- 
pakt ist, erhalten wir eine von H. BUSEMANN herriihrende Verallgemeinerung 
des Mengerschen Satzes."° Aus der endlichen Kompaktheit von R und dem 
Umstand, dali’ H abgeschlossen ist, folgt die endliche Kompaktheit des Rela- 
tivraumes H. Aus dieser Bemerkung folgt auf Grund des Busemannschen 
Ergebnisses unser Hilfssatz H1. 


D5 Einen metrischen Raum R nennen wir konvexifizierbar, wenn die 
Einfiihrung einer solchen, mit der urspriinglichen topologisch gleichwertigen 
Metrik mdoglich ist, fiir die der Raum konvex ist. 

Der folgende Hilfssatz spielt eine wichtige Rolle in dieser Arbeit. 


H 2 Es sei R ein endlich kompakter metrischer Raum, in Cem je zwei 
Punkte durch einen Bogen von endlicher Lange verbindbar sind und es zu jedem 
gegebenen Punkt fiir ein ¢ >0 ein 0(p,é)>O so existiert, daf jeder Punkt, 
dessen Abstand von dem gegebenen Punkt <0 ist, durch einen Bogen von 
einer Lange <« mit dem gegebenen Punkt verbindbar ist, dann ist R kon- 
vexifizierbar. 

Man kann in diesem Falle die Konvexifizierung dadurch erhalten, dai 
man je zwei Punkten p,q des Raumes die untere Schranke der Langen aller 
p und g verbindenden Bégen als neuen Abstand zuordnet. 

Wenn R kompakt und d(p,¢) von p unabhangig ist, hat diesen Satz 
K. MENGER bewiesen." Die Méglichkeit, den von MENGER bewiesenen Satz 
fiir den Fall, wenn 0(p, e) von p abhangt, zu verallgemeinern, hat auch L. M. 
BLUMENTHAL bemerkt.” Der Satz gilt auch falls R endlich kompakt ist. Ich 


* Mencer [3], S. 83—94. 
10 Busemann [7], S. 28—30. 
1t Mencer [3], S. 96—99. 
12 Brumentuat [5], S. 72. 
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iibergehe den Beweis, da derselbe nur triviale Verallgemeinerung der ur- 
spriinglichen Uberlegungen erfordert. 

Die metrischen Raume, in denen die erwahnte Verallgemeinerung des 
Satzes von TIETZE giiltig ist, sind durch folgende Definition bestimmt: 


D6 Ist ein metrischer Raum von der Art, da jede im kleinen isomet- 
rische Abbildung einer beliebigen abgeschlossenen Strecke der Zahlengeraden | 
auf eine Teilmenge dieses Raumes gleichzeitig isometrisch ist, dann nennen 
wir diesen Raum einen geraden metrischen Raum. 


B2 Die von uns definierten geraden metrischen Raume und die von 
H. BUSEMANN definierten ,,straight spaces‘“* sind verwandt aber nicht identisch. 

Der n-dimensionale euklidische Raum E,, ist ein gerader metrischer Raum. 
Sei » eine im kleinen isometrische Abbildung der Strecke <a, 8> der Zahlen- 
geraden in £,, die aber nicht isometrisch ist; das heift: es gibt 27, 0€ 
é<a,B> und z<o, so dab fiir den Abstand der Punkte g(t), g(a) in 
E, g(a), (0) + o—Z ist. Der Abstand zweier Punkte in E, hangt stetig von 
denselben ab, daher gibt es, wegen der isometrischen Eigenschaft von @ in 
m, eine maximale, den Punkt  enthaltende abgeschlossene Strecke <& >, 
mit <E,7>C <a, &>, in der » isometrisch ist. <E, n> +# <a, B> folgt aus der obi- 
gen Annahme. Da g im Punkte 7 isometrisch ist, gehdrt zum Punkte 7) ein 
2>0, so daB g auf der Strecke <j7—A, + 4> isometrisch ist. Wegen der 
Isometrie sind g(<, >) und g(<n—4, +4) Strecken von £,, und da sie 
mehr als einen gemeinsamen Punkt haben, ist auch #(<&, n+ A>) eine Strecke 
von E,. Hier haben wir die Tatsache beniitzt, dab g auch eine topologische 
Abbildung ist. p(zt) p(n) + e(n) PM +4) = GLO) y(yn+A4), daraus folgt, dah 
gy in der Strecke <&, n-+-Aa> isometrisch ist, was der maximalen Eigenschaft 
von <& > widerspricht. 


Die erwahnte Verallgemeinerung des Satzes von H. TieTZe ist die folgende: 


S Die abgeschlossenen, zusammenhdngenden und im kleinen konvexen 
Teilmengen eines endlich kompakten metrischen Raumes sind konvexe Teil- 
mengen dieses Raumes dann und nur dann, wenn dieser Raum ein gerader 
metrischer Raum ist. 

Wegen des Satzes von WEIERSTRASS—BOLZANoO ist E,, endlich kompakt, 
aus B1 und B2 folgt, dai unser Satz wirklich eine Verallgemeinerung des 
Satzes von TIETZE ist. 


13 Busemann [7], S. 38. 
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Zuerst beweisen wir, dab die obige Voraussetzung notwendig ist. Sei 
R ein endlich kompakter metrischer Raum, in dem jede abgeschlossene, zusam- 
menhangende, im kleinen konvexe Menge konvex ist; und sei » eine im klei- 
nen isometrische Abbildung der Strecke <«, 8> der Zahlengeraden auf die 
Menge SCR, wo g(a)=—a, 9(6)—b. 

S ist eine konvexe Teilmenge von R. Es ist leicht einzusehen, dai jede 
im kleinen isometrische Abbildung eine topologische, d. h. stetige und stetig 
umkehrbare Abbildung ist; daraus folgt, da das Bild S bei der Abbildung 
@ der Strecke <a, >, die abgeschlossen und zusammenhangend ist, auch eine 
abgeschlossene und zusammenhdngende Menge ist. Betrachtet man die Zah- 
lengerade als einen metrischen Raum, so ist <a, ®> eine konvexe Teilmenge 
dieses Raumes. Ist eine Menge S gegeben, die im kleinen isometrisches Bild 
einer konvexen Menge S ist, dann zeigt die folgende Uberlegung, dai die 
Menge S im kleinen konvex ist. Sei g ein beliebiger Punkt von S, dann gibt 
es einen Punkt g € S, mit ~(g) —g, wo » die erwahnte im kleinen isomet- 
rische Abbildung ist. Da im kleinen isometrisch ist, existiert ein 9 >0O, so 
daB g in S <7, o> S isometrisch ist. Seien g,,q. Punkte von S mit qi, gz € 


€ S(4,5). Seien 91, 9 die Punkte von S, fiir die y(@)=—q, 9(@) =, 


dann sind @:1,q2€S G, +). Wegen der Konvexitaét von S gibt es einen Punkt | 


Go mit 4(91, Fo) + (Go, 2) = (91, G2). Darausfolgt, dab 24(q, do) = #(q, 92) + 
+ E(Q2, Jo) + (Qo, q1) + “, qi) =H, qe) i ud, q1) + «(q, qe) = HQ, gi)+ 
AEG, ®) +0@., 1) +6 GB) = 2G, H) +H, ¥)} <2. 2-5 = 20; daraus 
folgt, dab «(q1, Go) + & (Go, 91) = (G1, Jo) + (Gos 2) = HG G) = HG, G2), WO 
9o= 9(qo). Daraus folgt, daB die Menge S konvex im kleinen ist. S ist eine 
abgeschlossene, zusammenhangende und im kleinen konvexe Teilmenge des 
Raumes R, und daher voraussetzungsgema6 konvex. 

. S ist eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge des endlich kompakten 
metrischen Raumes R und a= g(a), b=y(é) sind Punkte von S. Es folgt 
auf Grund von H1, daf eine isometrische Abbildung. einer abgeschlossenen 
Strecke <&, > der Zahlengeraden in S mit w(5)—a, p(n) =o existiert. 
(gw) ist eine im kleinen isometrische Abbildung von <, "> in die Strecke 
<a, 8>. Die Zahlengerade ist aber ein 1-dimensionaler euklidischer Raum, der, 
wie es in B2 bemerkt war, ein gerader metrischer Raum ist, woraus folgt, 
daB (p-'w) isometrisch ist. Da g'w(s)=e und own) =, kann man 
schlieBen, daB w(<&, >) —=S. Daraus ergibt sich, dal (iy? = yp und 
w(y-'g) = isometrisch sind. » war eine beliebige im kleinen isometrische 
Abbildung einer beliebigen Strecke der Zahlengeraden, von der wir bewiesen, 


: 
; 
1 
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da® sie schlechthin isometrisch ist. Das bedeutet aber laut Definition, daB R 
ein gerader metrischer Raum ist. 

Nun beweisen wir, daf die Voraussetzung von S hinreichend ist. Sei 
R ein endlich kompakter gerader metrischer Raum und H eine Teilmenge 
dieses Raumes, die abgeschlossen, zusammenhangend und im kleinen konvex ist. 

Zuerst zeigen wir, dai H als Relativraum betrachtet konvexifizierbar ist. 

H ist als ein Relativraum beziiglich R endlich kompakt, da R endlich 
kompakt und H abgeschlossen in R ist. 

Je zwei Punkte von H sind in H durch einen Bogen von endlicher 
Lange verbindbar. Um diese Behauptung einzusehen, beweisen wir folgendes: 
Ist u ein beliebiger Punkt von H und T die Menge derjenigen Punkte von 
H, die mit u in H durch einen Bogen von endlicher Lange verbindbar sind, 
dann ist T—H. T ist nicht leer, namlich u€ T. T ist als Teilmenge des 
Relativraumes H offen. Ist namlich vé€7, dann gibt es, da TCH und H 
eine im kleinen konvexe Teilmenge von R ist, ein o>0, so dab S<v,e> N H 
eine konvexe Teilmenge von R ist. Es sei w€ S<v, o> nH. Da S<v,e> Nn H 
eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge des endlich kompakten R ist, 
gibt es auf Grund von H1 eine isometrische Abbildung g’ einer Strecke 
<a’ B’> der Zahlengeraden in S<v, 0> NH, so dab g (@’)=2v, 9 (%)=w. Dies 
bedeutet, daB v und w in H durch einen Bogen von endlicher Lange ver- 
bindbar sind, d.h. wé 7. w ist aber ein beliebiger Punkt von S<v, o> A, 
und daher gilt (S<v, -> NH) CT. Da (Sv, 2) 0 H) <(S<v, E> NA) und S(v, e)N 
aH eine Relativumgebung des Punktes v in Bezug auf H ist, bedeutet dies, 
da® 7 offen in H ist. T ist aber auch abgeschlossen. in H. Ist 2 ein Hau- 
fungspunkt von 7 in H, dann gibt es, da 2 € H, ein 0’ >0, so dab S<z,e>N H 
eine konvexe Teilmenge von R ist. Da S(z, o’) NH eine Umgebung von 2 in 
H und z ein Haufungspunkt von T in H ist, gibt es ein £€ T mit t€ (S(z,e') A 
nH) <(S<z,0>NH). S<z, oH ist eine abgeschlossene konvexe Teilmengé 
des endlich kompakten R und f, 2 € (S<z, e’>nH). Auf Grund von H1 gibt 
es eine isometrische Abbildung y” einer Strecke <a”, 8 > der Zahlengeraden 
so dab z=" (a’), t=" (@’). Dies bedeutet mit anderen Worten, daB z unc 
t durch einen Bogen von endlicher Lange in H verbindbar sind, also z€T 
d. h. 7 ist in H abgeschlossen. H ist eine zusammenhangende Menge un¢ 
T eine nichtleere in H offene und gleichzeitig abgeschlossene Teilmenge vot 
H, daraus folgt auf Grund von D3, dai T= H ist. ‘ 

Sind p€H und «>0 beliebig gegeben, dann existiert eine Zahl d(p, &)> 
~0, so dab, wenn g€H und «(p, q) < O(p, 8), P und g in H durch eine 
Bogen von Lange <s verbindbar sind. Da H eine im kleinen konvexe Teil 
menge von R ist, gibt es ein 0” >0, so daf S<p, e’>NH konvex ist. Ist 
ein beliebiger Punkt von S<p, o> H, dann gibt es auf Grund von H1 ein 
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isometrische Abbildung ’” einer Strecke <«’”,”S der Zahlengeraden in 
S<p, 0" >NH mit yg’ (a) =p, oy’ (8) =s. Das bedeutet, daB p und s durch 
einen Bogen der Lange «(p, s) = 0” in H verbindbar sind. Wahlt man O(p, 8) = 
= min (0”,«), dann ist unsere: obige Behauptung verwirklicht. 

Aus obigen Uberlegungen folgt auf Grund von H2, daB H als Relativ- 
raum konvexifizierbar ist. Hx bezeichne den konvexen metrischen Raum, der 
aus H durch die Konvexifizierung entsteht. 

Es seien e und f zwei beliebige Punkte von H. Betrachten wir nun e 
und fals Punkte von Hx. Da Hx eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge 
des endlich kompakten metrischen Raumes H; ist, gibt es auf Grund von 
H1 eine isometrische Abbildung + der Strecke <x,4> der Zahlengeraden in 
Hx mit t(x) =e, t(4) =f. Sei r(<%, A>) = B. Sei w diejenige Abbildung von 
B in H, bei der die Punkte von H und H;, identisch sind. 

Die Abbildung ~' ist im kleinen isometrisch. Ist xo ein beliebiger Punkt 
von B, dann gibt es, da BCH und H im kleinen konvexe Teilmenge von 
R ist, ein ¢o>0, so daB S<xo,00>NH eine konvexe Teilmenge von R ist, 
Sind x; und x2 beliebige Punkte von S<xv,o0.>09HNB, dann gibt es, da 


~ S<Xo,00>N H eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge des endlich kom- 


pakten R ist, auf Grund von H1 eine isometrische Abbildung g* der Strecke 


' <e*, 8) der Zahlengeraden in S<xo,e0.>9N H, so dab g*(a")= x1, y*(") = xX. 


i 


ee 


4 
- 


4 


Dies bedeutet, daB die Punkte x; und x2 in H durch einen Bogen der Lange 
(x1, X2) verbindbar sind. R ist ein metrischer Raum, in dem die Dreiecks- 
ungleichung gilt, daher gibt es keinen Bogen in R und daher auch in H, 
der x; und x2 verbindet und dessen Lange < «(x1, x2) ware. Daraus folgt, 
daB die untere Schranke der Langen aller x; und x, in H verbindenden Bégen 
u(X1, Xe) ist. Bezeichnet man den Abstand von x; und x2 in Hx mit wx(xi, X2), 
dann ist “(x1, x2) =«x(x1, X2). Dies bedeutet mit anderen Worten, dab o' 
im Punkte xo isometrisch ist. Da xo ein beliebiger Punkt von B war, so folgt, 
daB w! im kleinen isometrisch ist. 

Mit wm! ist auch w isometrisch im kleinen und daher auch wt. Da 


wt eine im kleinen isometrische Abbildung der Strecke <x,4> der Zahlen- 


- geraden in R und R ein gerader metrischer Raum ist, so folgt, daB mt iso- 


wr?! eS aT AP 


eT = eee ee Se 


le 


4 
+ (:-*44)-1-1 ne f). Dae und f zwei beliebige Punkte von “1 


_metrisch ist. Ist or” Fh) _ g, dann ist u(e, g)+u(e.=(“*—x) + 


sind, folgt, dai H konvex ist. 


(Eingegangen am 1. Juli 1959.) 
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THE FIRST MAIN THEOREM OF P. TURAN 


By 
E. MAKAI (Budapest) 
(Presented by P. Turdn) 


1. P. TURAN raised in his book,’ among others, the following question: 

Pet 2; 20) a Os Wer Magens oO, DE arbitrary complex numbers 
(2; 0, 6; + b2+-- ae +0) and m=—1 an integer. What lower estimation, 
independent of the 6;’s and z,’s, can be given for the quantity 


eo me ilbree bbs +--+ 5,20 
v=m-+41, m2, ...,m+n by + be +-- +t b,, min lal” 


SjSn 


P. TURAN found (I. c., p. 40) that 


(1) Q= lsatca) 


and this estimation was improved by I. DANcs? to 


n-1 
Q= vel segmtay) 
~ 2e\ 2e(m-+n) 
Another result of VERA T. SOs and P. TURAN’ was that in (1) the constant 


2e could not be replaced by a number less than 4/z. 
In this paper it will be shown that the proof of TURAN—DANCs can be 


improved so as to give the best possible result 
n~-1 : 
(2) g=[S2("t4]], 
i.e. the right-hand side of this inequality cannot be replaced by a greater 
guantity for ony n or m. 


1 P. TurAn, Eine neue Methode in der Analysis und deren Paw ena Neen (Budapest, 


1953), Akadémiai Kiado, 
2 1. Dancs, On an extremal problem, Acta Math. re Sci. Hung., 9 (1958), pp. 


309—313. 
3 Vera T. Sos and P. Turdn, On some new theorems in the theory of diophantine 


approximations, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 6 (1955), pp. 240— 254. 


+ (7) ax@—1).. 1+ nit and (5 )=". 
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It is to be mentioned that if m=O, then 
=| 


aa(m+n—1)'_ [S,,(m4+l Sim nli a 
(3) aad ie >|S2( 1 = ala cael 
2. In the following the case m=—1 will not be treated; in this: case 


our result is trivially true. The notation of P. TURAN and I. DANcs will be 
applied throughout this paper and it will be adhered to the presentation of 
Dancs who found (I. c., p. 312) that 


is ge( Sar] =| 20-Ghi)ro} 


where P(i)—P,,,(i) indicates that how many different non-negative integer 
solutions exist of the equation 


tht +h= 


satisfying the condition: exactly i of the l,’s are positive. In other words, 
P,,,(i) is the number of different ways indistinguishable balls can be put 
in n boxes so that exactly i boxes contain balls, the Ath box containing [, balls. 


It is known that 7 balls can be put into n boxes in ee different 


ways. From this the number P,,,(m) can be found as follows: put one ball 
into each of the boxes, then put the remaining »—vn_ balls into the boxes 
in as many ways as possible. Hence 


er Ane ar an a 


The number P,,,(i) (i<n) can be found in the following way: choose 
i boxes out of the n existing ones, say the ath, @th,...,@th (this can be 
done in 7] different ways) and put the balls into these in as many different 
ways as possible, observing the condition that each box has to contain at 
least one ball. This can be done in P;,,(/) ways, hence 


Pa» = (4) Pin @=(7) (7-9): 


Denoting the right-hand side of (4) by Q. we have now, if y—m—1 =I, 


n—i=f: 
m+n n ; 
Qo’ <= aS Da eran) (1) a ry 


v=m-+1 i=l 


=F S(T =-S0 4). 
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We will use in the following the formula of Gauss® which expresses 
the value of a hypergeometric function in terms of the gamma function if its 
argument is equal to 1: 

Arora eae a@p- a(a@+1)8(6+1) 
a Tet ty 1)-1-2 

USACE 1] ada i (rl oe 

Py te 121-262 


and observe that if « is not an integer, 


foeee 


_P@ry—«—s) 
I'(y—a) I'(y—8) 


n=] . 
= 


gi(u)= > Galas | " er) = 


7=0 


=r 


I Ba en Sei nena 14-2, 1). 
Hence 


_ (n—!I Petl+1P(e+tna+l1)  — (n—1)\(u+n n 
gu) = l (a—1)!P(ut+1)P(u+l4 2) =| l \( an eS ae 


and by an argument of continuity 


(6) = Saim— ("FS (7 Jara 
1 
= He n|x"( dey dx, 
0 


With this value of Q, we have finally that 
(6) infQ=Q (HHO A+++ +b, #0). 


3. To find an upper limitation of inf Q we choose an appropriate example 
and we will show that for any positive ¢ there exist quantities z; and 0}; 
‘such that 
ma Pa Bee iat ene <(1+2)Q* 
v=m+41, women | Oj + be Se os Zh 5 min liz; | 
== 


Erhere ¥ 
(7) g=|S2 ("7 . 


5 Gauss, Werke, Vol. 3, p. 147. 
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We choose z= 2 '== e845) (F=1, 2,...,n) where @ is a constant to 


be disposed of later. 
Further let’ p(x) be an arbitrary polynomial of degree n—1 with the 


aid of which the constants c, are defined by the relation 
p(x)= Dee—h)". 


Finally, the 6,’s are defined by 


— (n—1 y's 
(8) b; = 2 (= i] (—z**) 


Then, if »-m-+<x, we have 


. y x Oo n—1 m+ky\n-7j _v(j- 
die DS Saa|orye 


; jv k=l j=1 
5 n BY wo nal ’ (a5 
Ys, s a ef (ety 
j-l k=1j=1 Y 
ex ‘or Ck (2”— gst) -1 ~ C22 hg 
>? Ci (i; zar*) os Cr (" aa es ? 


the last summations being taken from k= 1 till kn. Hence if z tends to 1 
say, on a straight line segment, . 


SS ke kyn-1 
him QO i ete R ea cen 
“El Ps: b; p>0 ZC fe 8 ei sf 
CS e(Bx— Bk) D(x ky") 
be [en + OF US 9 te p(k) sae Dh 
if p(—m) #0. Further ; 
lim = max Xb 2 = ax | P(x) _ 
Sig gem], MEN b; x= p(—m) |’ 


i.e. for every Sobitive « there exists on the z-plane a neighbourhood WN of 1 
depending on n,m,é and the choice of p(x) such that if z¢€N, then 
NM 


> 


p(x) _ 
n| p(—m) 


(9) ey max 
Vasmtl,...,mta 


with the quantities z; and b; specified as above. 
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Now we dispose of the polynomial p(x) and put 


(10) pe)=p)= > ("71-2 
Then we have 
(11) p= & ("7 ')(—2)' =< 0-2"! 
for 21, 2,...,n-and 
Dna ee des ‘ae doe tent 2). a oe: 


4 at pe oeal 2" (gy 


It follows that if |z|>1, z€N and so min|z;|=1, we have by (9) and the 
definition of Q, for any positive «, (1+¢)Q*> inf Q or 


Q*= inf Q. 


4. Next we show that Q*—Q, which completes the proof of the 
theorem. If 


H(x) =x" y beige em 
then we have by (10) 
(Q*)*=p.(—m) = H(1). 
Further, it is readily verified that | 


Ha — x(n (—% |) (x14 


+(x 11): s ae (—p(—x—-1)] - 


yn (MHI) (mM +2): -(m-+-n) 
(n—1)! 
6 This choice is motivated by the fact that py(x)/p)(—m) is the solution of the 


following Chebyshev type approximation problem: To find the polynomial which minim- 
izes the quantity 


(cael 


max |P(x)| 


a, Qa 


where P(x) belongs to that class of polynomials of degree n—1 for which P(—m)=1. 
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and as H(0)=0, we have 


(Q*)'=H(1) = (ead n)xn(1 4x)" "dx 
or by (5) Q,= Q". As ° 


‘ee > inf max |bizi + 6223 + a aad + bnZn| > Q, 


Bes Bilt |b: + bo +++ + 6,| min |Z; | 
J 
the theorem is proved. 
5. Finally, we deal with the double inequality (3) or 


aps [ak MS Rei eae | 


where Q*(n) stands for the Q”* of formula (7). The left-hand side is obvious 
from (7) and the other side may be proved by induction. For [Q*(2)) = 


=2m+3<2° bie | and using the inductive assumption we have 


Vong a—oy'+ ("AT )-2""< 
<2 |(iesanler (nde <9" ir rep 


(Received 6 July 1959) 


Added in proof (30 December 1959). Another theorem of P. TURAN’ 
states that if 1—=|z,|=|z|=---=|2n| and 6,,),...,, are again arbitrary 
complex numbers, then there exists a constant A, independent of m and a 
such that 

‘ n n ; 
max Doz (gat) me DP Set ss chia a 


v=m+t1,...,m-+n 


yayerey 


After previous work of VERA T. SOs and P. TURAN'® who had proved that 
1,32 = A =24 it was shown by S. Ucniyama’ that e=A=8e. Here we shall 
show that A= 2e/log 2. 


7S. Ucnivama, A note on the second main theorem of P. Turan, Acta Math. Acad. 
Sci. Hung., 9 (1958), pp. 379—380. 


THE FIRST MAIN THEOREM OF P. TURAN 411 


We shall use the example of Section 3, which when appropriately 
changed is able to furnish a set of quantities z; and 6; such that 


2(m--n) > 6; 


which implies A= 2e/log 2. We put in this example z=2°'"*” and with n 
fixed we shall tend with m to infinite. Then 


( n-1 
(12) max | 6,2" |= if Tee (n—1)!+ O(m-) | min 
Vv 3 ( 5 ) l 


k-n 


|b, + 6,+ ++» +6)| 


03 = Zali)L2")"—alfai}(-4]” +0 (4) 
whence 
pol eo ae Jo4 
ies |B ot bees +0(2). 


The quantity on the right side between the signs of absolute value is an 
odd number, hence its modulus is at least 1. It follows that 


ig! 
(14) min +o +- +6 )—=[a/+0(2). 


Further >’ c, is the coefficient of x“! in the polynomial p,(x). Using 
(10) and (13) we have 


15 pay Sa (al +0(4) 
B15) eatin)! TOT): 
Finally, again with y=m-+% (x=1,2,...,m) we have 


pers? SC, 2 2 ied eS 
2 Tes pa i ( ) 


z eos n-1 baie 
arnt | Sextlog 2? (ASE) 40 rt} — 
Re log 2 fe Y k—; n-1 O m” ; 
=(.23> > cel ny —O(m) 


As L>c.(k—x)* "|= |Po(x)|—=1 by (11), it follows using (15) that 


A log2_\"" a 
Daztl—(qetZ 5) nial +oor 


which by virtue of (14) is identical with (12). 


iy 
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ON QUASI-HERMITE—FEJER INTERPOLATION 


By 
PAUL SZASZ (Budapest) 
(Presented by P. Turdn) 


To my master Professor Leopo.p Feyér with love and gratitude dedicated * 


Introduction. Preliminary communications on the topic 


Let 
(1) cod ae pee Ape nee OR | 
be n+ 2 distinct points on the real axis, and let us denote, correspondingly, by 
(2) Yo, Vi, yo, seeyYny Yn4i 


arbitrary real values. Similarly to the notion of the step parabola due to 
L. FEJER,’ in the present paper the polynomial q(x) of degree 2n-+-1 at most 
with the property 
(3) g(—1) =o, g(1) = nit, Q(Xr) =r, q' (Xv) =0 (y=1,2,..., n) 
will be called quasi-step parabola belonging to the fundamental points (1) 
and the ordinates (2). 

’ As well known from the theory of interpolation due to CH. HERMITE,” 
this polynomial q(x) exists always and is unique. We shall find below (§ 1) 
for it the expression 


1— : 1+x 4 
I= 7p OM) + Int Zope OM) - 


@) : 
-- a Vy <r [1 +c,(x—x,)] F ae 
where 
(5) w(x) = C(x—x,)(x—%)...(x—xXn), CHO 
and : "%,) 
se AX, 
(6) TRE AEN, iy’ ES, J" C9 red) dst aa sll) 


* At receiving this paper Professor Fejér was still alive. 

1 L, Feyér, Uber Interpolation, Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu 
_Géttingen, Math. phys. K1., (1916), pp. 66—91, spec. p. 66. 

2 Cu. Hermite, Sur la formule d’interpolation de Lagrange, Journal f. reine u. angew. 
Math., 84 (1878), pp. 70—79, spec. p. 70, or Ouvres 3 (Paris, 1912), pp. 432—443, spec. p. 432. 


414 P. SZASZ 


P,, (x) denoting the Legendre polynomial of degree n exactly, in the case 
w(x) =P, (x) from (4) we get 


— 1 ae 
4 (8) = Ralx) = Yop Pal) + Iurs —H~ Pa + 


a 


+ 2) = br: ee 3): 


1x? 


i.e. the interpolatory polynomial of E. EGERVARY and P. TurRAN® obtained 
from an entirely other principle, namely as the solution of the problem of the 
“most economical” interpolation process. 

If for the points (1) apart from —1 and 1 beside the values under (2) 
also the corresponding real numbers 


(2*) Ji; Be ne he 

are prescribed, the latter ones as derivative values or slopes, the unique poly- 
nomial S(x) of degree 2n-++1 at most for which 

(3*) S(—1)=yo, SU =Inu, SO)=—W, Sit.) =" “= 2a 


holds, will be called generalized quasi-step parabola belonging to the fundam- 
ental points (1) and these data (2), (2*). As we shall see (§ 1), this poly- 
nomial is given by the following quasi-Hermite—Fejér interpolation formula: 


(7) S(x) = 9(x) + Q(X) 
where g(x) denotes the quasi-step parabola (4), while 

ES) gl tt w(x) , 
(8) Q(x) ae 2 v 1—x2 (x—Xy) (aes : 


This latter polynomial (8) can be characterized as the same of degree 2n+1 
at most with the property 


(9) Q(—1)=0, Q(I)=0, Q@%)=0, Ox)=y (v=1,2,...,9) 


It will be called guasi-wave parabola determined by these conditions (9) 
corresponding to the notion of the wave parabola introduced by L. FEJER. 


8 E, EoervAry and P. TurAn, Notes on interpolation. V, Acta Math. Acad. Sci. Hung. 
9 (1958), pp. 259—267, spec. p. 260, form. (1.13). (We have replaced n—2 by n.) 

4 L. Feyér, Uber WeierstraBsche Approximation, besonders durch Hermitesche Inter 
polation, Math. Annalen, 102 (1930), pp. 7-7—725, spec. p. 714. 
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From the unicity of the quasi-step parabola under (4) it follows the 
identity 


1 2 
a =P 2+ ae ACE 


+- ae 1+ ¢,(x—X, (= ; ZAGy) [= l 
al ( )] a’ (X,) (x ies Xv) 
that is fundamental in our whole treatment. In the case w(x) = P,,(x) this 
identity (10) was discovered by E. EGervAry and P. Turn.’ Dividing in 
(10) by (1—x°*)@(x)’ we get the equivalent identity 
1 evar 7] ea. 1 

(I—x*) w(x? 2w(—1P 14+x " 20(1P 1—x 

1 1 oS 1 


+ 2) o@—x2) Gop? om Px) xe 


(10) 


(10*) 


that in the mentioned special case the quoted authors have obtained in a 
like manner.® (10*) is the partial fraction expansion of the rational function 


on the left side. 
We give below a generalization of the Theorem II of E. EGervAry and 


P. TuRAN |. c. , whilst we shall prove (§ 2) the following 


THEOREM I. Let f(x) be a continuous function in the closed interval 
—1=x=1. Furthermore let the zeros of the n Legendre polynomial P,(x), 


denoted by 
Xni1) Xn2; eeey Xnny 


be chosen as fundamental points, and let the arbitrary given numbers 

Wale nds 0 os, Vow (n= 1,2; 3, ...) 
be taken for slopes, provided that 

Ne ees Nee ova Meee ks ea, aoa!) 
where 4 is independent of n and v. Then the generalized quasi-step parabola 
S,(x) of degree 2n+1 at most belonging to f(x), i.e. with the property 

Si(—1) =f(—1), Sn’) = fC), Sn nv) =f (nv), Sr (Xnv) = Yow 
Fe 1; 2, rice aN = 1, Ly Spords)s 

converges uniformly to f(x) in the whole closed interval —1=x=1 if 
n—>-+o. 


5 E. EcervAry and P. Turn,’ p. 264, form. (6.7). 
6 BE, EoervAry and P. Turn,’ p. 265, form. (7. 3). 
7 E. Ecervdry and P. TurAn,? p. 261. 
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Our Theorem II expresses below (§ 3) the same statement for the roots 
of the Chebyshev polynomial of the second kind. 

Corresponding to the conception of the normal point-system due to- 
L. FEJéR,® in the present paper the point-system X,,%2,...,X, over the open 
interval —1<x<1 will be called quasi-normal if by the notations (5) and- 
(6) it holds 
(11) l+e,(x—x,)>0 for —I1<x<1l ‘(v=1,2,...,0)9 
Similarly to the theorem of L. FEJER® on the sequence of Lagrange interpo-— 
lation polynomials belonging to a sequence of normal point-systems, we 
shall give (§ 4) owing to the identity (10) the like proof of the following” 


THEOREM III. Let f(x) be a function defined in —1 =x =1 which obeys 
a Lipschitz condition with an exponent greater than 1/2, that is 


f(x) =f) < C(x’ —x)*, for —lax <x) SA 
where a@ > 1/2. Furthermore let the point-system 
Neel? Xap by a 
over the open interval —1<x<1 be quasi-normal for all n, i. e. (replaced 
C7 OY Cw Tt (ily 
1+Cre(X—Xey) 20 for «—l<xal 
(v= 1, 2,...,0; 2=1,2,3,.0.): 
Then the corresponding sequence of Lagrange interpolatory polynomials asso-— 
ciated with f(x), i.e. one of the polynomials 


, (x) 


L(x) = p2 F Xnv) CRA Ca 
(arn (x) = Cu(X—Xnt) (X— Xing). »- (X—Xmn), Ca 0; 1 = 1, 2, 3, «.,.) 
converges to f(x) in the whole interior of this interval, that is : 
Li.(x) > f(x) for —l<x<l 


if n—+- 00, the convergence being uniform in each subinterval —14+0=x= 
=1—0 where 0O<d0 <1. : 

The roots of the Jacobi polynomial JS°”'(x) of degree n (exactly) cor- 
responding to the parameter values «,@ form a quasi-normal point-system in 


8 L, Feytr, Lagrangesche Interpolation und die zugehdrigen konjugierten Punkte, 
Math. Annalen, 106 (1932), pp. 1—55, spec. p. 16; and by the same author, On the cha- 
racterization of some remarkable systems of points of interpolation by means of conjugate 
points, Amer. Math. Monthly, 41 (1934), pp. 1—14, spec. p. 4. 

9 L. Feyér,® first quotation, p. 26, Satz 1. 
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the interval —1<x<1 if by the notation of G. Szecd” O<e¢<1, 0=8<=1. 
Thus, our Theorem III can be applied to the roots Xn1,Xn2,-.-,Xn Of the 
polynomial J,” (x) in this case. L. FeJER™ has proved the same theorem in 
the case —1<a@=0, —1<£=0,- moreover he showed” that the conver- 
gence is uniform in the whole closed interval —1 =x =1 incase —1<a<0O, 
ee t<- £<0. 

An easy consequence of the identity (10) shall be furthermore (§ 4) the 
following: 


THEOREM IV. /f |@(—1)|==|@(1)| and the zeros x,,X.,...,Xn of w(x) 
form a quasi-normal point-system over the interval —1 <x <1, then 


|@(x)|<|@(41)| for —l<x<1. 


This theorem can be applied to the ultraspherical polynomial w(x) = 

— (x) in case 0=a@=1, because the zeros of the same form then a 
quasi-normal point-system over —1<x<1 according to the remark just 
made. E. EGErvARY and P. TurAN” drew this conclusion in the special case 
of the Legendre polynomial w(x) = P,,(x). 

. Similarly to the notion of .the strongly normal sequence of point-systems 
due to L. Fejér,“* in the present work we finally introduce the notion of the 
strongly quasi-normal sequence of point-systems (§ 5). As a generalisation 
of our Theorems | and II we shall prove in this last § with the consumption 
of the investigations due to G. GRUNWALD” a general convergence theorem 
concerning the generalized quasi-step parabolae associated with a function 
f(x) continuous for —1 =x =1 (Theorem V). 


§ 1. The quasi-Hermite—Fejér interpolation formula 


Let 
(1) : Xo = —1, X1, Xa, «2+, Xny Xn = be 


n+2 distinct points on the real axis, be given as fundamental points. By 
the notations 


(2) wo (x)= C(x—x) (X—%)...(X—%), C+=0 


g 10 G. Szec6, Orthogonal polynomials, Amer. Math. Soc. Coll. Publ., (23) (New York, 
939), Pa o7- 

11 L, Feyér,® first quotation, p. 27. 

“12 L, Feyér,® first quotation, p 22, Satz I. 

13 E, Ecervary and P. TurAn,? p. 265. 

14 L. Feyér,8 pp. 16—17 and p. 8, respectively. 

15 G. Grinwatp, On the theory of interpolation, Acta Math., 75 (1943), pp. 219—245, 
spec. p. 229. 


4, | 
’ 
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and 
(3) = SESE) Reg hohe) 
we define 

r(x) = re ayes Tari (X) => oa a sy w(xy, 
(4) 

ier oes el te(x— es'ciy| (Bp (» = 1,206 

where : 
(5) Cy = ee = et v=12)3, oo) 


as fundamental polynomials of the ae kind, while 


(6) s(x) =4 HN (x) (= {1, Queenan) 


as those of the second kind. It follows with regard to (2), (3) by (4), (5) and 
(6) at once 


(7) ry(Xv)=1, Tr(xr) =O (k# 7) (v,k=0,1,....a+1) 
and | 
(8) ry, (Xx) =0 (v=0,1,...,a+1; K=1,2,..., m5 
further 
(9) Sy (Xx) =0 (Geel, 2. cow Ns k=0,1,...,2+1) 
while 
(10) si(x,)=1, si(x)=O (kK#”) (0, kK==1,2, ge 
Thus, if the arbitrary real numbers 
(11) Yo Vis V2re+eyYny Ynsts 
furthermore 
(12) Vi, Vare002 Vn 
are prescribed corresponding to the points under (1), the polynomial 

n+1 
(13) S(x) = 2 yore(x) + Dae s(x) 


of degree 2n-+1 at most has obviously the property 


(14) S (Xo) = Vo, (= Oy Nye tag 74), Sixy=y, =1,2;.0m 
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Moreover this polynomial is unique. Namely, S*(x) being a° polynomial of 
degree 2n-+1 at most and with the same property, i. e. 


(Xs) == Vy (yv=0,1,...,2+1), SX, = Vy Carel 2a: 
hen for the polynomial 

D(x) = S*(x)—S(x) 
of degree 2n-+-1 at most it holds 


pP(x%,)=0 (v=0,1,...,2+1), BP Os)=0 (y=, 2.....,_n), 
and consequently for all x 
S* (x) —S(x) =0, 


. €. S*(x) is identical with S(x). 

As we see, ‘the unique polynomial S(x) of degree 2n+-1 at most and 
with the property (14) is given by (13). This latter will be called the guasi- 
Hermite—Fejér interpolation formula. 

In the case yi —=y3—=---—y,—O the polynomial under (13) will be 
called the quasi-step parabola, while in the case yo= yi =+++== Yny1=O it will 
be called the guasi-wave parabola, determined beside the points under (1) in 
the first case by the ordinates yo, y1,-..,¥n+1, and by the slopes yj, y3,..., yx 
in the second. In general, the polynomial S(x) given by (13) will be called 
also generalized quasi-step parabola belonging to the points under (1) and 
he corresponding data under (11), (12). Thus, the quasi-step parabola is given 
Ny the formula 


15) Q(X) = Yoro(x) + Yuri (x) + ++ + Yntn(X) A Ynit Patt (X), 
while the quasi-wave parabola by - 

16) Q(x) = y1S1(X) + y350(x) + +++ + YnSn(X), 

and for the generalized ailasi-step parabola we can write 

13°) S(x) = 4(x) + Q(x). 


By the aid of (3) and (4) we obtain for the quasi-step parabola (15) the 
xplicit form 


q(x) = ry Vue So w(x Meas 


w(x) ) 


15°) 
+ Sy fae +ot—ollaeseom 


yhere w(x) and c, are given by (2) and (5), respectively. Further, with 
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- 

respect to (3) and (4) the quasi-wave parabola (16) can be written in the 
explicit form ; 
4, 1—x (x) ) 

(16*) a0) — S94 oo) SESE mE) . 
As mentioned already in the introduction, in the case w(x) = P(x) 
where P,,(x) denotes the Legendre polynomial of degree n exactly, the quasi- 
step parabola (15*) is identical with the interpolatory polynomial of E. EGER- 
vARY and P. TurAN.’ In fact, owing to the differential equation of the poly- 


nomial (x) —'P,(x) we obtain in this case from (5) 


\ eftdgy whee tek Cretan 
= EES Pay hae) 


Cs 


; 
t 
’ : 
- 
7 


hence the fundamental polynomials of the first kind under (4) are with 
respect to (3) : 


}— > * 1 9 

ro (x) em 2 = Patxhs rai(X) ee. P,(x)’; 
cat ene. ‘ 
20)= 7s (eee) oa 
since P,(-++1)?=1, and by the aid of (15*) we get . 
ele : 1 | . 
9 (2) = Re) =o G~ Pal)? + Yar —~ Pal + | 
: : 
(17) 1 yr iia ( P,.(x) ) 
a” T= NP) (X—*) 


that is exactly the interpolatory polynomial of the quoted authors. It is clear 
that in this case (x)= P,(x) the fundamental polynomials of the first kind 
under (4*) are all non-negative in the interval —1=x=5 1. This matter of 
fact has a fundamental importance in what follows, just as it has by 
E. EcervAry and P. Turan I. c. °. 

From the unicity of the generalized quasi-step parabola given by (13) 
it follows that for each polynomial p(x) of degree less than or equal to 2n+1 


n+l n 
(18) P(x) = > PC) rol) + DIP’) sr) 
holds. This’ gives for p(x)==1 the fundamental identity 


(19) r(x) +P) + DQ) = 
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or writing out explicitly by the aid of (3) and (4) 
sats : 1+x 
ene eee Sey 2] 

(19*) 20( —A ne mix) pales 
see [1 +e (x—x,)] eye y=1. 


0 (&) (X— Hy) 


w(x) 


As mentioned even in the introduction, (19*) was in the case w(x) = P,(x) 
discovered by E. EGervAry und P. Turan.’ 


§ 2. Weierstrass approximation by means of the generalized quasi-step 
oe belonging to the zeros of the Legendre polynomial P,(x) 


The just quoted authors’ have proved that the sequence of interpola- 
tory polynomials under (17) in the preceding § corresponding to any function 
f(x) defined in the interval —1=x=1, i.e. 

1+<x 


Boop A: y+70y Spicy 
P = x2 2 
+ 2 Tie) i= ak ae i ils, Digs) 


n 


where Xn1, Xn2,.--,Xnn denote the zeros of the Legendre polynomial P,,(x), 
converges uniformly to f(x) whenever f(x) is continuous in this closed inter- 
val if n—+-+ co. By this theorem one has again an interesting case of Weier- 
strass approximation. We give here an extension of this approximation theo- 
rem of E. EGERVARY and P. TurAN by the following 


THEOREM I. Let f(x) be a continuous function for —1 =x = 1. Further- 
more let the zeros of the n Legendre polynomial P,,(x), denoted by 


: Xniy Xni2y +009 Xnny 
be chosen as fundamental points, and let the arbitrary given numbers 
Vai; Wace Vay (t==15 2, = eet | 
be taken for slopes, provided that 
(2) Vo) sect Gye ly Bes ee ne ey oye) 


where 4 is independent of n and v. Then the generalized quasi-step parabola 
S,(x) of degree 2n+1 at most corresponding to f(x), i.e. with the property 


Sn(—1) =f(—1),, Sn =O),  Su(Xnv) =LO%nv), Sn (Xnv) = Yn 
(Pe Oris Neg ey Oy 6s 5) 


converges uniformly to f(x) in the whole closed interval —1Sx=1 if n+. 
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Proor. First we prove a little differently from E. EGERVARY and P. TURAN™ 
that the quasi-step parabola under (1) converges uniformly to f(x) if n+ 0, 
Owing to the fundamental identity (§ 1, (19)), 


= yd x° = 
(3) se —~— P(x J ie = Pa(x) De ol once Xnv) sig 
it may be written 
f= =P, 
(4) ee i. 
1—x? P, (x) 
+ 2 | PrGnv) (X—Xur) |e) 


and by (1), (4) it follows 


fo) —R.) = [1 Prey 


>, = aati Paes 


(ae 
2 
uniformly in —1=x <1. This is an easy consequence of the fact that the first 
factor (...) vanishes for x +1 and is continuous for —1=x=1, while 


P,,(x)—+0 uniformly in each subinterval —14+o0=x=1—o (0<o0<1) and 
is bounded in the whole interval. Hence it is sufficient to prove that 


S 1—x P,,(x) 2 
<1 1—X prey) UO Fm )] +0 


ny 


But 


—1) +S 409s] Px" +0 


(5) 


uniformly in —l1S=x=1 if n>+o. 
Let for —1=x=1 be 


(6) FSM, 


The continuous function f(x) is, as well known, also uniformly continuous 
in the interval —1=x=1, therefore, the positive number ¢« having been 
chosen as small as we please, there exists a positive number 6 such that 


(7) fe)—Ae")| Se when |x’—x"| =. 


16 E, EcervAry and P. TurAn,? pp. 264—265. 
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By the aid of (7), (3) and the non-negativity of the fundamental polynomials 
of the first kind we have for the fixed x-place 


(8) [Syy-2| 6 1x2 


é 


ean | P; poe; Js Z 


IIA 


2 
ipaeelagd AX, 


On the other hand, with respect to (6) 


1— x f P,(x) 
[tyy-2| > 6 a, Pit hnv) (X—Xny) 
(9) 


2M ' l 2M 
= —s- (1—x*) P, (x) er en ay 
Pia ihe CF Al>s(1— a) PileoF aegis 


JUG) Fe] = 


holds, since as L. FEJER™” showed 


‘ ] 


10 5 ood t 
BY 2 (1—Xnv) Pr (Xnv) 
Taking into account T. J. STIELTJES’s estimation ™ 
c 1 ; 
(11) |P,(x)|<—= — for —1l<x<1l 
Jn ] f=? 


where c is a numerical constant, we obtain from (9) at once 


Sel pe JU@) Fem] se 


-a|>6 I—x Pile) (Xap) 


(12) 


l?ny ny 


if only n is large enough, i.e. n= N, say. Finally, from (8) and (12) it 
follows 


n 


eS 1—x* | P,.(x) JU) Fe = 28 


1 1—x? E (Xno) (x a Kin) 


for —1=x=1 if n=N. Thus, (5) is established, i.e. the quasi-step para- 
bola (1) converges to f(x) uniformly in —lSxSl ifn>+o. 


17 L. Feyér,! p. 78, form. (39). 
18 J, T. Sriectyes; Sur les polyndmes de Legendre, Annales de la Faculté des Scien- 


ces de Toulouse, 4 (1890), Oeuvres Completes 2, (Groningen, 1918) pp. 236—252, spec. 
241—242. 
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Now, the generalized quasi-step parabola S,(x) being the sum of the 
quasi-step parabola and quasi-wave ages (§ 1, (13*)), that is (§ 1, (16*)) 


P,,(x) ) 
2) = a. Rn () ai D2 Yow - Eee x)| Pr(Xnv)(X—Xnv) / : 
to the proof of our theorem it remains to show that 


P,(x) : 
Die ran ets — 10) (pag tO) ? 


uniformly in —1=x=1. But, with regard to the assumption under (2), for 
the latter it is sufficient to show that 


1S 8 een 
Ix : (x tea) | P; (Xnv) (x—x, ry y, 


n 


(13) 2 


rs | 


0 


uniformly in —1Sx 31. 

Let the positive number « be chosen as small as we please. Owing to 
(3) and the non-negativity of the fundamental polynomials of the first kind 
we have for the fixed x-place 


Si eben te »( P,,(x) IE = 
enya Se [3g eat) Py (Xnv) (X— Xoo} 


(14) 


e y 1—x | Pal) \ se 
Ps “tise Lay Pi (Xi) (x— Kaw), Ti. 


leny 
On the other hand, by the aid of (10) 


eat ne cane ee Pale) s 
lenantt & ie @ Xn) f P, ier y)(X— Xn 
: Nias. 1 1 
=(1—x) P(x) > —=- b= x))P, (x) 


bent (1—X°y) Pa (Xnv) |X— Xe 
holds. Thus, taking (11) into account again, we have 


uf —— x8 Pix) 2 
(15) eG a pee) [=e 


| ny | 


if n is large enough, i.e. n= WN’, say. Combining (14) and (15) it follows 
for —lSxsl 


Noack ee apa Me GAC ) a 
1 —x, (x Xnv) [ P’ Ge ire Kae) = 26 


if only n= N’, i. e. (13) is valid. Q. e. d. 
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§ 3. The generalized quasi-step parabola corresponding to the zeros 
of the Chebyshev polynomial of the second kind U,(x). Weierstrass 
approximation by means of the same 


To produce the fundamental polynomials of the first and the second 
kind in the case (x)= U,(x), we start from the identity 
sin # U,,(cos F) = sin(n+ 1)%. 
By deriving we get 
cos #U,,(cos #)—sin’ 9 U, (cos #) = (n+ 1) cos (n+ 1)9. 
Putting x cos & it follows 
(1) (12°) Us (x) = x U(X) — (2 + 1) Tas (2), 


T,,4:(x) denoting the Chebyshev polynomial of the first kind of degree n+ 1. 
Let 
E> >--->&, 
be the zeros of U,,(x), i.e. 
VIUt 


n+1 


(2) Ey== COS 
Applying (1) to x= &, we obtain 

(1 = £5) U; (&,) oe a Le (6,)—(n + 1) Tt (5) = 
(3) = —(n+1) cos ya =(—1)"" (n+ 1). 


Hence the fundamental polynomials of the Lagrange interpolation correspond- 
ing to the fundamental points §,&,...,§, are (§ 1, (3)) 


U,,(x) vt) I—E U,.(x) be 
(4) fe Tea) itn PL ee, eee 


Owing to the well-known differential equation 
(1—x*) Un"(x) — 3x Ui (x) + n(n+ 2) Un(x) =0 
we have (§ 1, (5)) 


ph BEGET cn 
" 1-— 1-8 I—§, 
therefore 
4 re 1—&,x 
hy — | — = 5 =i — i 
(5) 1 + ¢(x—§)) i_# (x—5,) ie 


By the aid of (4) and (5) the fundamental polynomials of the first kind are 
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(§ 1, (4)), with oe to U,(+ 12 =(n +1), 


T(x) = sat Ge U;, (x/’, Tati (X) = oF 1? U, (x), 
(6) 
Us 
r(x) =(1 — 2) XS aby (y=1p25 eee 
while those of the second kind are (§ 1, (6)) 
Ee UY 


(7) (0) == meee —&)l, (xP = = Ie x | “ae 


(yv=1,2,...,M). 
As we see, also in this case w(x)=U,(x) the fundamental polynomials of 


the first kind under (6) are all non-negative in the interval —1=x=1. 
This matter of fact has again a fundamental importance in what follows. 


By the aid of (6) the quasi-step parabola in the present case «(x)= 
= U,(x) has the form ! 1, (15)) 


A= E 


U(x)? + Yast a7 Un (x)? + 


im cae m7 Gah 


U,,.(x) ay 
+ 2, ye(I— yo & E , 
and with respect to (7) the quasi-wave parabola is (§ 1, (16)) 


(9) Qw= > Vy at Ele (xRe= yna- Pe fe Un(x) 


Now, in what follows we need the following 


Lemma. By the notation (4) we have 


n 


See 
(10) 23 aN eb <2 fr —lsxs|, 
The simple proof of this lemma is the following. (5) implies 
L+ & ars 
[1 +c, x—&, es = = — art 
Spt 1 det gee Be 
because 0< 1 + &, <2. Consequently, 


1+c¢,(x—&,) = 
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and therefore 


] 
es ie ie(X)? = aa Loe: 68 


or 


1 1—£,x 5 
je” S Te Gy (Ply 27arti): 


Equality holds only in the case /,(x)=0, i.e. for x =& (k=), and at the 
same time /,(§)—=1. So we get by addition 


Ss ae ho? <2 - = 1) 
or by the aid of (4) ) 
n U,,(x) 2 ‘ 
11 say tees 
(11) Dea = boy <23 as pee >) (exe): 


But the sum of the fundamental polynomials under (6) is identical 1 (§ 1, 


(19)), i.e. 


. 1+x (I—x°)(1—£,x) ( Un) J 
2) ee Ever T 3@- 1p Tnx) +2 (n+ 1) a ee = 


and here the first two members being non-negative for —1= x =1, we have 
in the same interval 


1 (1—x?)(1—&,x) (U(x) ) 
(13) pa (n+1) Caekes = 


From (11) and (13) it results (10), the Lemma is proved. 
Next, similarly to our Theorem | (§ 2) Weierstrass approximation expres- 
ses the following 


THEOREM II. Let f(x) be a continuous function for —1 = x =1. Further- 
more let the zeros of the n Chebyshev polynomial of the second kind U,,(x), 
denoted by 


(14) rig eels ar 2 1 Seat 
| be chosen as fundamental points, and let the arbitrary given numbers 
Vous Vals coemad (A Oh oy. mt) 
be taken for slopes, provided that | 
(15) \yrolS=4o (v=1,2,...,0; n=1, 2, 3,...) 
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where A is independent of n and v. Then the generalized quasi-step parabola 
Sn(x) of degree 2n+-1 at most belonging to f(x), i.e. with the property 


Si(—1I)=L(—1), Sn) =F), Sn Eur) =LE er, SEne) = Inv 
(v= '1,.2, «aay 85 | an Oe 
converges uniformly to f(x) in the whole closed interval —1=x=1 if n+. 
Proor. We prove first of all that the quasi-step parabola q,(x) of degree 
2n-+1 at most corresponding to f(x), that is by the ‘aid of (8) 


0) =A yep pg Une HFM gege pps Us + 


9) | U(x) ), 


—EnyX 
Cs Sas 


+ Siw) Garay 


converges uniformly to f(x). 
With regard to “ it may be written 


1+x 
2(n+1/ 


~~ Bees ay FE bY 
gee Abas Vari Ge YA) 


and by (16), (17) it follows 


$0) = ape pg UHCPIC) + gigas UH CPLE)+ 


(17) 


fo) =("5 —f0))) Se + 
ue) . Ex U, (x) 
a Ce or a [F(x)— — Fen (AS : a 
But 
US te—K —f00)] G29. +0 


uniformly in —1=x=1. This is an easy consequence of the fact. that the 
first factor (...) vanishes for x= +1 and is continuous for —l=x=l1, 
while U,(x)/(n+-1)—+0 uniformly in each subinterval —1+o0=x=1—o 

(0 <o<'l) and is bounded in the whole closed interval. Therefore (18) im- 
plies the uniform convergence of q,(x) to f(x) if one shows that 


(19 Sax > 70) FEol [LO] 0 


uniformly in —l1=x=Sl. 


: 
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Let for —1=x=1 be 
(20) [f(x)| = M. 


The positive number « having been chosen as small as we please, there 
exists a positive number 0 such that 


(21) F(x)—f(x"”)| Se when |x’—x’|<d, 


the continuous function f(x) being also uniformly continuous in —1= x <1. 
Owing to the non-negativity of the fundamental polynomials under (6), by 
the aid of (12), (21) we have for the fixed x-place in the interval —1=x<t 


xt) SS 40) (2) 


re (n+ 1) 
ts oy 1— Env x [ U(x) 
se 2 _,(— aac: 4-1 (8 ie 


On the other hand, in view of (20) and the obvious inequality 0<1—5&,,x<2, 


= 


(22). 


ae 


acl as Aa: a f(x) — ~fGo(2 LO) = 


A, 4M n (iz 
iat bi rand 


holds, the sum on the left side having n terms at most. However, it is clear that 


(23) 
—x°)U,(x) 


24) 0=(1—x*)U,(x? =1 for —l1Sx=1, 
and n/(n+1)?—+0 if n—>+ -~. Hence, by the aid of (23) it follows 


a EF 70) (4O} 5 


(25) 


eny-@ 
when n is large enough, i.e. n= N, say. Now, from (22) and (25) we have 
for —l=x=!l 


=. 8 


‘des 2 


vy 170) FGI; 


when n=N, i.e. (19) is valid. Thus, the uniform convergence of the quasi- 


step parabola (16) to f(x) is established. 
The generalized quasi- ep parabola S,(x) being (§ 1, (13*)) Be the 


aid of (9) 


Sx) = on yn oe Ev) bun (X)”, 
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I(x) denoting the Lagrange fundamental polynomial (4) relative to the point- 
system (14), to the proof of the present theorem it remains after these to 
show that 

= Yaw ae (x—§n) bv (xP > 9 


v=1 —Snv 
uniformly in —1=x 1. But, with respect to the assumption (15), we have 


: ¥ ] —x* 9 = 1 i x a 
Page ead (eae) lav A) ee pe 2 bee se fre 


v1 —Eny bos be 


Hence, to our purpose it is sufficient to show that 


. n 


1—x 2 = 
(26) 2 oe |x— Env | luv (x)? > 0 


uniformly in —l1=x Sl. 
Let be given an arbitrary positive number ¢. Owing to the Lemma under 
(10), we have for the fixed x-place 
‘| 1—x* t 9 \" 1— : 9 | 
ss |x—&nv|lnv (x)? = 6 ae LA 28. 


<2 
leny- 1S 1—Sn» [Eny- 21S i— my \ 


(27) 


On the other hand, by the aid of (4), (24) and the evident inequality — 
0-1 Ene il, . 


No 1—x? 4 

aa er one ln x 2 = 
ponte 1—§,, | | ( ) 

“ 5) 9 1—Bny 1 1 n 
= 2, (l—X)UCyY pair oe 
Eng A ) ( ) (n+ 1)? |x— Eno é (n+1)? 
holds, the present sum having n members at most. Consequently, : 
Ml meek 

(28) SS ¥ =| x—Eny| fag (2) <8 


enya -e 1— ee 


when n is large enough, i.e. n =N’, say. Combining (27) and (28) we 
obtain for —l=x=1 . 


> 1— x ‘ 
pa Pee |[x—Env|Ino(x)?< 3e if only nZ=N 


which expresses even the validity of (26). Q. e. d. 


ON QUASI-HERMITE—FEJER INTERPOLATION 431 


§ 4. Quasi-normal point-systems. A convergence theorem 
concerning the Lagrange interpolation 
In what follows the point-system 
Eo de aa sae 

over the open interval —1<x<1 will be called guasi-normal if by the nota- 
ions (2), (5) in § 1 all the inequalities 
(1) 1+c)(x—x,)>0 for —l1<x<1 (v=1,2,..., 7) 
are valid or, what amounts to the same thing, if the qguasi-conjugate points 


(the roots of the linear functions on the left side of (1)), 


l 
_—— Weel, 2, <x. M); 
x, s =e] n) 


barring the indices for which c,—0, do not lie in this open interval; the latter 
being similar to the notion of conjugate points introduced by L. FEJER™. 
In this case for any positive number od less than 1 it holds obviously 


FE Svea ee for —l1+d0=x=1—0 (0<d<\1). 


Thus, the identity (§ 1, - ste 


2) CRF et Sali a a xo + > = [l+e(x—x)]1L P= 1 


implies, owing to the non-negativity of the first two terms, that 


n 


1 2 1 
a ee <= 31 5 for | 1 x 1 


But here the inequalities 


1 1 1 
i—e = 1=ti—- dy d= 


and. 
aes fe eek tae 2 5/22), 
10ld, therefore it follows 
3) Seo —14+d<x=1—4. 
, ; v=i 


19 L, Fryer,’ p. 12 and p. 4, respectively. 
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Taking into account that according to the well-known inequality 


( Sab.) = ( >a} iss 03) 
y=) v=l1 vy=l1 


due to A. L. CaAucuy one has at present 


(2 \0@|) =2 Sey, 


we obtain finally from (3) 
(4) > pwi< 2 Va, sj +d = xa 1—d. 
v=1 


Now, from (4) it results by a well-known reasoning, detailed by L. FEJER,” 
the following 


THEOREM III. Let f(x) be a function defined in —1=x=1 which. obeys 
a Lipschitz condition with an exponent greater than 1/2, that is . 


F(x)—fx")| Ss CR’—x)Y for —lSBx<x'sl 


1 


where @> z: Furthermore let the point-system 


Xn1, Xn2) +009 Xnn : 
: 


over the open interval —1<x <1 be quasi-normal for all n, 1. e. (replaced 
Cy by Cy» in (1) : 
1 4 Cen(X—Xue) 20, —1Sx<1 9 = 1,2... 8s oe 
Then the corresponding sequence of Lagrange interpolatory polynomials asso- 
ciated with f(x), i.e. the same of the polynomials 
{ 
iS On (Xn) | 
La(x) | F(Xn) Wh (Xnv) (X—Xnv) 

(n(x) == Ca(x—Xn1) (X—Xng) - (x—Xan), Cr 32 Os 81, 2, Jy ade 

converges to f(x) in the whole interior of this interval, that is 

L(x) > f(x) for —l<x<l 

if n—+-+-ce, the convergence being uniform in each subinterval —1+0= 
=x=1—d where 0<d< 1. . 
The Jacobi polynomial w(x) =/(?)(x) satisfying the differential equation 


(1—x2) w(x) + [S—a@—(@+ 8+ 2)x]m'(x) + n(n + @+8+ 1)a(x) = 


20 L, Feyér,® first quotation, pp. 19—20, 26. 
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(by the notation of G. SzeG6™), in this case we get (§ 1, (5)) 
2 p—a—(a+ 6+ 2)x, b—a—(a+)x, 


Xy 
Cpe 
2 5 
make 1 Ts, 4 Lo xe , 


1 


and consequently 


Gtosn 
] + ¢,(x— xy) = 1 + . Nes TE (x—x,). 
Thus, in the case e=0, 6=O we have 
[P+ c,(x— x,)]_, =1+ Sel Ah = 1—(¢+ ?)+ ae = 
okay | =X, 
(6) =1—(@+8)+8=1—«, 
because 0<1+-x,< 2, and similarly 
[1+e(x—x)],_ = 1-2 te 1 ep 42% = 


6) =1—(«+8)+e=1-8, 


since 0<1—x,< 2. So, we obtain the following result: in the case O=c=1, 
O0==1 the zeros of the Jacobi polynomial J‘ (x) form a quasi-normal 
point-system over the interval —1<x <1. 

Hence, Theorem III can be applied to the zeros Xi1,Xn2,..+)Xnn Of the 
Jacobi polynomial J?)(x) in case 0O=@=1, 0=6=1. As mentioned in the 
introduction, L. FejER"' proved the same theorem in the case —l<eae =O, 
—1< 30, however, he showed” also that the convergence is uniform in the 
whole closed interval —1= x =1 in case —1<a@<0, —1<¢6<0O. Otherwise 
J. SHOHAT’s theorem” concerning the general case « >—1, > —1 contains 
our result just stated which, however, is obtained here by another perhaps 
simpler method. 

As an easy consequence of the identity (2), we prove further the following 


THEOREM IV. /f 
(7) |jo(—1)| =|o(1)| 


and the roots X1,X2,..-,X, of w(x) form a quasi-normal point-system over 
the interval —1<x<1, then 


(8) lore ioa( 1) * for =-lax 1: 


21 G. SzeGc6,!" pp. 59—60. 
22 J. SHonat, On interpolation, Annals of Math. (2), 34 (1933), pp. 130—146, spec. 


p. 146, Theorem Ill. 
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Proor. With respect to the assumption (7) the identity (2) may be 
written in the form 


Oy a ee o ; 
ee pa! 2a toe bh, 


According to the supposition (1) holds and, consequently, for x= Xx 
(k=1,2,...,) each term of the sum on the right side of (9) is positive in 
—1<x<1, and we obtain w(x)?/w(+ 1)? <1 for —] <x <1 that holds still 
in case x=, (K=1, 2,..., 2), i.e. when w(x) =0. Afterwards (8) is valid. 
Q.e. d. . 

For instance, Theorem IV can be applied to the ultraspherical polynomial 
w(x) =J'%9(x) in case OS @=1. In fact, the zeros of J‘ (x) form then 
a quasi-normal point-system over —l <x<l, as we have just seen above 


and, as well known, /@ (+ 1)= ee As mentioned in the introduction, 


FE. EGERVARY and P. TURAN" drew this conclusion in the special case of the 
Legendre polynomial w(x) = P(x). 


§ 5. Strongly quasi-normal sequence of point-systems. 
A general convergence theorem concerning the quasi-Hermite—Fejér 
interpolation : 


Proceeding, an infinite sequence of point-systems 
Nish Xage ky Nae (= 1253,01.) 
lying in the open interval —1<x<] will be called strongly quasi-normal 


if by the notations (§ 1, (2), (5)) 


. 


(1) On (X) = Ca(X—Xmt) (X—Xng) « «(X— Xan), CuO 
and 

2Xnv_ | — Ow ive) 

1Xe5 (@n(Xnv) 


(2) Cry = 
it holds for all n 
(3) 1 + Cav(X—Xnv) Ze >0, a aes x Sl (Vee), Dis 5 25 n=1, 2,3,... 


where @ is a positive number independent of x, and ». 


For instance, the zeros of the Jacobi polynomials J‘ (x) form fo 
n-—1,2,3,... a strongly quasi-normal sequence of point-systems ove 
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a a 1 when 0O=e@<1, O=<1. Namely, in this case we have (§ 4, 
[1 + Cuv(X—Xny)], _, = 1—e > 0, [1 “PCiy(X—Xny)]_ , = 1—P > 0, 
therefore (3) is valid by e=min(1—e, 1—8). 
In what follows we need the following 
Lemma. By the notation 
n(X) 


(4) bay (X) = ta Ee 


on on) (x— ae 
(3) implies 


(5) OS 


This can be seen as follows. (3) implies obviously 
1—x es die 1x? 
a hot? S— ee eo ele OP 


Wee ean te N= 1, 2. 3% 2.) 


Therefore, by addition for up to a fixed n, 


n 1—x? : 1 a 
(6) ae Gia = + Cnv(X—Xnv)] bro (x). 
v=1 1—Xny ON eee 
But, with respect to (4), 
i— 
20n(— “Ie inh vi ae get) 
(7) ; 
+ > =e [1 4 [ea ae bee ba ema 


ny 


“I _ 


holds (§ 1, (3), (19*)), and tang 
(8) Sed, tite 214 + Cay (X—Xnv)] Lav (x)? = I, 


? oat lay 


the first two terms on the left side of (7) being non-negative in the interval 
—1 =x =1. Now, from (6) and (8) it results (5), the Lemma is shown. 
Next, for generalizing our Theorems | and II (§§ 2,3), we prove the 


following 
THEOREM V. Let the infinite sequence of point-system 
Xnt» Xn2, +++) Xnn (=A, 2, 35%) 


be strongly quasi-normal over the open interval —1<x< 1. Furthermore let 
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us suppose that by the notation (1) 
(1—x*) on (x)? 
9 es 
( ) PIRI 
uniformly in the whole interval —1= x <1 if n+ 090. Then, the values 


Yriy Vn2y ++) Yan (n= 1, 2,3, -.-) 
having been chosen arbitrary but with the restriction 
(10) Veo ad (v=1,2,...,2; n=1,2,3,.--) 
where A is independent of n and v, for each Pept f(x), continuous for 
—1 =x <1, the generalized quasi-step parabola Sh (x) of degree 2n+1 at 
most with the property 
S(—1)=f(—1), Sa) =F), Su (Xn) =F %ne), Sn Snr) = Yow 
(v=1,2,...,2; n=1,2,3,...), 
converges uniformly to f(x) in the whole closed interval —1Sx=1 ff 
n—++o, 
Proor. We begin by pera the fact that 
n t—x<- 


(11) » 


v=1 Eh 


|x— —Xny| lay (x) +0 


uniformly in —1Sx=1. 
Let be given an arbitrary positive number «. By the aid of the Lemma 
under (5) we have for the fixed x-place in the interval ~l=x= 1 


(2) TEE xxl se Sle? 


a|Se 1—Xny -«|Se 1—X; 


le nym I ry 
the members of the sum on the left side of (5) a ariel in the 
same interval. On the other hand, with regard to the notation (4), we get 


owing to the non-negativity of the members 


— ’ 1—x M(x) 
JX |x—xuol lan ee on < 
\eny-2| > >E 1 —Xnv |tny-2l>é 1—Xny Darul Ix —Xnoy 
el yy C= _ 1 YO 2)en) 
=F 2 2 C ae 
E |xyy-2|>e ( Lz Xnv) On (Xnv) & y= (1 7% Xnv) Dh (Xnv) 


Thus, in consequence of the assumption under (9), 


(13) >» ib praia eel (xP < & 
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holds if only n is large enough, n= N, say. Combining (12) and (13) we 
obtain 


ne ye ; ; 
Shins, |x — eel fool)? < [1 +—]e when n=WN 


with which, regarding that « was arbitrary, (11) is established. 
After this preparation we turn to the proof of the assertion according 
to which 


(14) Sn(x) + f(x) uniformly for —1sx=1 
if n—+-+ co. For it we make use of the earlier work of G. GRUNWALD”. 


Let be chosen again an arbitrary positive number ¢. According to the 
Weierstrass approximation theorem, there exists a polynomial p(x) for which 


IIA 


(15) IP~)—f@)1< > for —1Sx=1. 


This polynomial p(x) is certainly of degree 2n-+-1 at most if n is large 
enough. In this case the as identity holds (§ 1, (4), (6), (18)): 
2) 5 ; 2 
p(x) = Pom l) sree 3 =F ,, (x) +p) 20, ap (n(X) zg 


Ee = gay Xnr) eat + Car itary Xnv)| lav (x)? - 


+ DP Gm) (Sar) 
At the same time we have (§ 1, (4), (6), (13)) 


0) FY ID Pee ae eer 


1—x, 


+ > il (mn) — cee eal + Cin (X— Xn) XP 22 oem a (X—Xna) luo (XP 


and from the two latter formulae it results 


S.(x)—F(x) = Si (x) — p(x) + P(x) —f(x) = 


peice emma PON aa iy On) + 


a > [ F(X) — — pin) tga ae eT + Cn(x— Xnav )] [hs (ye if 


+ >» [Vv P’ One 1 et Caer (x) + p(x) —S(X). 
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Let for —1=x=1 be 
(17) lp’ (x)|=K (K > 0). 


Then, considering the non-negativity of the terms on the left side of (7), by 
the aid of (7), (10), (15), (16), (17) we obtain 


ia" 


(18) |S.) —f(x)| S ee shhh Phe ae ny (xX) ha 
But, according to the fact under ait 
n 1—x? € 
19 >> —— |X—Xny| ly (x)? << —————— 
(19) an aa gl) 3(4+ kK) 


holds if only n is again large enough, i.e. n= N’, say. Finally, from (18), 
(19) we get for —lSx31 


te the j 
|S (x) —f(x)| <p higak aid when nN’, 


i.e. (14) is valid. Q.e. d. 

The Legendre polynomials w,(x)= P,(x) and likewise the Chebyshev 
polynomials of the second kind ™,(x) =U, (x) satisfy the condition (9). In 
fact, for/ine’ zeros Xateud, -+ +7 Xan Ol Pala) 

(1—x°)P,,. (xP 
mon (1 Xap) fs (Xavke 
holds (§ 2, (10)), while for the roots 5.1, §:2,..-, a. Of Un(x) we have (§ 3, 
(3), (24)) 


= (IHX?) Paap 


SUH X) Un SE ‘ 
71 (IE) Un En) =A (n1Y  (n$1)°’ 
consequently (§ 2, (11)) 


$e DEKE 
yal (1 ate Xnv) Py (Xnv) 


wy (I=) Us (x? 

1 (1— Ei) Ui En) 
both uniformly in —1=x=1 if n—+-+ oe. Furthermore, the zeros of both 
polynomials form, in consequence of our remark made above, for n= 1, 2, 3,... 
strongly quasi-normal sequences of point-systems over the interval 
—l<x<1, since P,(x) interpreted as Jacobi polynomial corresponds to the 


and 


’ 


parameter values «= 6—0O, while U,(x) to ¢= => (apart from a con- 
stant factor). 
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Hence Theorem V can be applied to the polynomials ™, (x)= P,,(x) and 
‘@,(x) = U,(x), i.e. if we consider the Weierstrass approximation theorem as 
well-known, then Theorems I and II are special cases of Theorem V as hinted 
at above. 

With regard to the analogous investigations by G. GRUNWALD” on the 
generalized step parabolae, one may ask the following: is the assertion of 
Theorem V without the assumption under (9) not true ? Unfortunately, we are 
not able to give an answer to this extremely interesting question. 


(Received 8 July 1959) 


23 G. Grinwatp,! pp. 230—234. 
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ON MEASURES OF DEPENDENCE 


By 
A. RENYI (Budapest), member of the Academy 


Introduction 


In this paper we shall discuss and compare certain quantities which 
are used to measure the strength of dependence (or correlation, in the widest 
sense of this word) between two random variables. We formulate seven ra- 
ther natural postulates which should be fulfilled by a suitable measure of 
dependence. The maximal correlation introduced by H. GEBELEIN [1] (for a 
more general treatment see [2]) fulfils all these postulates. As in our previous 
paper [2] we shall make use of the technique of conditional mean values, as 
developed by A. N. KoLMoGorov [3], which is needed to define the different 
measures of dependence and to prove their properties, and the connections 
between them, under much more general conditions than this is usual in 
the literature. 

In § 1 we introduce the definitions and notations to be used throughout 
the paper. § 2 contains the definitions and fundamental properties of the 
mentioned measures of dependence. § 3 contains the proof of the main theo- 
rem of the present paper (Theorem 2), according to which the maximal 
correlation can be attained, provided that the mean square contingency is 
finite. 


§ 1. Definitions and notations 


Let [2,c,P] be a probability space (see [3]), i.e. 2 an arbitrary 
non-empty set whose elements will be denoted by »,€ a o-algebra of sub- 
sets of 2 whose elements will be denoted by capital letters A,B etc., and 
P — P(A) a probability measure on &. We shall denote random variables 
on [2,c, P] (i. e. real.functions defined on £2. and measurable with respect 
to ) by Greek letters §, 7 etc. If § is a random variable, we denote by 
M(é) its mean value and by D°(&) its variance. If M(&) and D(&) exist and 
Dé) > 0, we put 

eos E—M(é) 
(1) Se we) 


and call the transformation by which & is obtained from ¢ the standardi- 
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zation of &. If & is an arbitrary random variable, let Cg denote the least 
o-algebra of subsets of $2 with respect to which § is measurable. If 7 is 
another random variable with finite mean value, we denote by M(q\&) the 
conditional mean value of » with respect to a given value of &; M(7)|§) itself 
is a random variable which is meastrable with respect to A; and is such 
that for any A € Cl: we have 


(2) |M@,\s)aP = | 4P; 
A A 


of course, M(i\§) is unique only if we consider two random variables which 
are equal with probability 1 to be identical. In what follows we shall always 
take this for granted. The following two well-known properties (see [3]) of 
conditional mean values will often be used in the sequel: If M(7)) exists, then 


(3) M(M())\5)) = M()) 
and 
(4) M(g(§) 7/5) = g(S)M(\5) 


if g(x) is a Borel-measurable real function of the real variable x. The curve 
y=-M(,\E=-x) is called the regression curve of 7) on &. 

We shall denote the joint distribution of two random variables & and 
1, by Q<,,, i.e. we put for any Borel subset C of the (x, y)-plane 


Q:(C) = P((E, 0) € C) 


where (&, 1) €C denotes the set of those w €@ for which the point with the 
coordinates E(), 7() belongs to C. We denote, further, by Q:., the direct 
product of the distributions of — and 1), i. €. we put for any two Borel sub- 
sets A and B of the real line 


Q:.,, (A*B) = P(E € A)P (7) € B) 
where AxB denotes the direct product of the sets A and B, i.e. the set of 


all points (x,y) for which x€A and y€B. The definition of Q:.,, is extended - 
to any Borel subset C of the (x, y)-plane in the usual way (see e.g. [4]). 


§ 2. Definitions and fundamental properties of measures 
of dependence 


Let & and 7 be random variables on a probability space [, O, P], 
neither of them being constant with probability 1. In almost every field of 
application of statistics one encounters often the problem that one has to 
characterize by a numerical value the strength of dependence between & and 7). 


Of course, such a value serves only for comparison, and thus its range is 
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arbitrary. It is natural to choose the range [0,1] and to make correspond 
the value 1 to strict dependence and thus 0 to independence. With these 
conventions the following set of postulates for an appropriate measure of 
dependence, which shall be denoted by d(E, 7), seems to be natural: 

A) 0(&, 7) is defined for any pair of random variables & and 1, neither 
of them being constant with probability 1. 

_B) 8G 1) = 4(y, 8). 

Cy 0S 0( nys't: 

D) d(§, 7) =0 if and only if § and ny are independent. 

E) d(€, 7) 1 if? there is a strict dependence between & and 1, i. e. either 
>= g(n) or 1 =f(5) where g(x) and f(x) are Borel-measurable functions. 

F) Jf the Borel-measurable functions f(x) and g(x) map the real axis 
in a one-to-one way onto itself, 0(f(§), g())= 9, 2). 

G) If the joint distribution of § and 7 is normal, then 0(§, n)=|R(E, n)| 
where R(§, 1) is the correlation coefficient of § and 7. 

Let us now consider the most frequently used measures of dependence 
and see which of the above properties they possess.” 


1. The correlation coefficient. The correlation coefficient R(E, 1) is defined, 
provided that D(&) and D(») are finite and positive, by 


(5) seach ae eD OMe) 


It has the range [—1, +1], thus only its absolute value satisfies postulate C). 
|R(&, 7)| has the properties B) and C) (and, of course, G)), but it does not 
have the other properties. As a matter of fact, it is defined only if D(é) and 
D(m) are finite and positive, it may vanish also if § and 7 are not indepen- 
dent; moreover, it may vanish in spite of a functional dependence between 
E and 7; for example, if £ is uniformly distributed in (—1, +1) and 
== 58—3§, we have R(§, 7) —0; |R(S, 7)| is equal to 1 if and only if 
there is a linear relation between § and 7. 

2. The correlation ratios. The correlation ratio @¢(7) of 7 on & is de- 


fined (see [3]) by 
(6) (9) = PE) 


=M€, 7/’). 


provided that D(7) exists and is positive. It has the range [0,1] but it is 


1 It seems at the first sight natural to postulate that d(E, ,)—=1 only if there is a 
strict dependence of the mentioned type between & and 7, but this condition is rather 


restrictive, and it is better to leave it out. 
2 To make the present paper self-contained we repeat some of the results of [2]. 
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not symmetric. If we consider instead of @-(7,) the quantity 
(7) O(6, 1) = max (O¢(7,), 9,(6)), 


it still does not satisfy A), D) and F). In fact, O(&, 7) is defined only it E 
and 7 have finite variances. As regards D), @(&,7) vanishes e. g. if the 
random point (&,7,) is uniformly distributed in a circle. O(E, 7) satisfies, 


however, postulate E). 
As well known, postulate G) is also fulfilled for @(7) and O(E, »,). 


It is easy to show, further, (see [2]) that 
(8) :(x)) — sup RFE), ») 


where f== f(x) runs over all Borel-measurable functions for which R(f(§), 7) 
is defined, i. e. for which f(&) has finite positive variance. There can be always 
found a function f,(x) such that 


(9) 9: (7) = R( fol), 1). 


In fact, we may, without restricting the generality, consider only such func- 
tions f for which M(f(&))=-0 and D(/(&))=1 and suppose M(7;)=0, 
D(7;)=1; in this case we have by the inequality of Schwarz and by virtue 
of (3) and (4) 


R(f(S), 1) = M(F(§) 1) = M(F©)M(,/§)) = D(M(, £)) 


with equality standing if and only if f(E)—f.(§) = MI tea) for which 
Ue 


choice of fo therefore (9) holds. 
3. The maximal correlation. In view of (8) it is quite natural to con- 
sider the quantity 


(10) SE, 7) = Sup R(f(§), £(2)) 


where f(x) and g(x) run over all Borel-measurable functions such that 
R(f(&), g(7)) has a sense, i.e. such that f(§) and g(a) have finite und posi- 
tive variance. The quantity (10) has been introduced’ for discrete and absol- 
utely continuous distributions, respectively, by H. GEBELEIN [1] (see also [5]) 
and called by him the maximal correlation (Maximal-Korrelation) of € and 7. 
A more general treatment is given in [2]. It is easy to show that S(&, 7) 
has all the properties A) to G) listed above. That S(&, 7) has the pro- 
perties A), B), C), E) and F) is evident.’ That G) is also satisfied for 


3 S(E,4) may be equal to 1 not only if 4 —-f() or §==g(x). In fact, if f(s) - =g(x) 
where f and g are Borel-measurable functions, then S(5, 7) =~ 1. 
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S(&, 7) has been shown in [1]. To show that it has the property D) choose 


for «x <5), 


for x<a, \ 
ay 0%) =] 9 for x=b. 


id as ; TOf. xX it 


In contrary to (9), there does not always exist such functions fo(x) and 
£o(x) that 


(11) S(E, 7) = R( fo), Zo(1)). 


If (11) holds for some fo and go, we shall say that the maximal correlation 
of § and » can be attained. An example of two random variables for which 
the maximal correlation can not be 
attained has been found by J. CzipszeER 
to whom the author is obliged for 
kindly communicating his example. 

Another example constructed by 
the same idea is the following: Let 
the random point (&, 7) be uniformly 
distributed in the domain G shown 
on Fig. 1, bounded by two curves meet- 
ing each other at the origin where they 
have the straight line y—x for their 
common ar Choose 


lor OS X= 8, ; 
fx)= 8X) = Fig 
Dior ot ss 
and let «+0; it follows that S(&,7)— 1, while, evidently, there do not exist 
such functions fy, go that (11) should hold, as (11) would imply fo(&)=go0(n), 


which is clearly impossible as it would imply \)ipo— — 2o(y)|\dxdy =0 and 


thus that fo(x) and go(x) both are equal to the same constant, in which case, 
however, R(fo(§), Zo(n)) is not defined. 

Sufficient conditions under which the maximal correlation can be attain- 
ed will be given in § 3. 

4. The mean square contingency. Let us call as in [2] the dependence be- 
tween the random variables § and 7 regular if their joint distribution Q¢,, is 
absolutely continuous with respect to the direct product Qs, of their dis- 
tributions. If the dependence between § and 7 is regular, then according to 
the theorem of Radon—Nikodym (see [4]), there exists a Borel-measurable 
function k(x, y) oer that if F(x) and G(y) denote the distribution functions 
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of E and 4, respectively, we have for any Borel set C of the (x, y)-plane 


(12) Q«..(C) = |) kx, yd F(A G(y). 

iG 
Put | 
(13) ce i—( | | &e9—1)aF@dcyy) 


We call C(é, 7) the mean square. contingency of & and ,. If the joint distrib- 
ution of € and 7 is either discrete or absolutely continuous, the above defi- 
nition introduced in [2] reduces to the usual one (see e. g. [6]). C(S, 7) may 
be considered also as a measure of the dependence between 5 and 74. 
It satisfies B’, D) and F) but none of A), C) and E). Its range is evidently 
[0, + c-]; this can of course be transformed into [0,1] by considering e. g. 
i E7 (E37) = dla Chon ae which case G) is 
instead of C(é, 2) the quantity /°(&, 7,) TEE n) in ) 
also satisfied; but A) and E) remain unfulfilled. 

It should be mentioned that the following series of inequalities is valid 


(see [2]): 
(14) 0=|R(E, n)i = min (O(n), @,(€)) = OE, n) = SG. n) = CE. 0). 
Only the last inequality remains to be verified. If 


M(f(E))—M(g(n))—9 and DFE) —D(g() = 1. 


we have oe 
R(F@.g(M)= | | FY gO)(KCs y)—1)d FAG). 


It follows by the inequality of Schwarz that R(f(§), g())) = C(S 7). As this 
holds for any f and g, the inequality S(&, n) = C(&, 7) follows immediately. 

5. Some further remarks on the maximal correlation and on other meas- 
ures of dependence. The quantity @(é, 1,) introduced above has the property 


that it is equal to 1 only if 7, —/(&) or 5= g())). It follows that ¥ (S(&, 1) + 


+ @(&,2))) has the same property, and it has besides that all properties B) 
to E) and G), but A) and F) are not fulfilled. Of course, there is some 
arbitrariness in taking just the arithmetic mean, as many other mean values 
would do the same. It is more reasonable to say that though the maximal 
correlation is in many respect superior to other measures of dependence, it 
does not make superfluous to consider other measures, e. g. the correlation 
ratios, too. Of course, the drawback of the maximal correlation is that it is 
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often difficult to calculate it. It should be, however, added that this is not 
so difficult a task as it may seem at the first sight. We shall return to this 
question in the next § where methods for calculating S(, 7) will be men- 
tioned. | should mention here only that there are already many cases known 
in which S(&, 7) can be effectively calculated. For instance, P. BARTFAI has 
calculated S(&,2)) for the uniform distribution in a circle, and found 


S(é, ==. P. CsAki and J. FiscHER determined the value of S(&, 7) for 
the case ian the point (&7) is uniformly distributed in the domain 


|x!’+-|y =1 where p>O and have shown that S(E, ;) ———. (This in- 


a 
cludes the result of BARTFAI for p= 2.) 


A measure of dependence based on information-theoretical considerations 
has been recommended recently by E. H. Linroot:[7], namely the quantity 
1 


L(é, 1) = (1I—e2!©)2 where I(&, 7) is the amount of information which & 
and 2), resp., contain with respect to the other (see e. g. [8]). If the depend- 
ence between § and 7» is regular, I(&, 7) can be written in the form 


+0 +@ 
1(&, 7, =| | k(x, 9) log k(x, yd F(x) GQ). 
This quantity has all the properties A), B), C), D), E), F) and G). (LINFooT 
has chosen the particular formula by which L(&, 7) is calculated from I(é, 7) 
to ensure that postulate G) should be fulfilled.) 


§ 3. Conditions under which the maximal correlation 
can be attained 


It is easy to see that if (11) holds, i. e. the maximal correlation of & 
and 7, is attained for fo{E) and go(7)), then we have, provided that M(fo(§)) = 
= M(go(7))=90 and D(fi(§)) = D(go(m)) = 1, putting for the sake of bre- 
wity S= S(E, 7), 


(15) M(fo(®)|n) = Seon) 
and 
(16) M(g0(x)|§) = Sfol®). 


As a matter of fact, jf (11) holds, then by the same argument as used in 


nf M(7/é 
proving that (9) holds for KO Demers’ one gets (15) and (16). Thus 


f(x) and go(x) satisfying (11) can — if they exist — be found as solutions — 
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of the system of equations (15) and (16). These equations can be replaced 
by the equations 


(17) M(M(fo(E)|1))/5) = S*fo() 

and 

(18) M(M(g0()\§)| 27) = S*g())- 

It is sufficient to determine f) from (17); if fy is known, gv can be obtained 
from (15). 


) 


Let £2 denote the Hilbert space of all random variables of the form 
f@® for which M(f@®)=0 and D(f(§)) is finite, and similarly <,, the Hil- 
bert space of all those random variables g(7) for which M(g(7))=90 and 
D(g(1)) is finite. Let us put for any f=f(§) R; 


(19) Af == M(M(f()| 7)|5); 

then (17) can be written in the form 

(20) Afo = S*fi. 

Let us define the inner product (fi, f2) for h=fhA® €22,h=f& €L2 by 
(21) (fi. f= M(A®ALE) 

and put for f€ oF 

(22) . ff — DU) 


Let us investigate the transformation A. As for any random variable © we 
have M(M’(¢|£)) = D*(C)@;(£) = D°(), one obtains ||Af = |\/\. 
Thus it follows that Af is a bounded linear transformation of the Hil- 


a2 


bert space £;. We shall show that A is self-adjoint, moreover that it is posi- 
tive definite. 

As a matter of fact, one gets for f, € S¢, fro € 8%, by using (3) and (4) 
repeatedly, 


(23) . (Afi, £2) = M(M(fi (8)! 1) M( fo) |2))- 
Interchanging f; and fo it follows that 
(24) (Afi, fh) = (fi, Afr) 


which shows that A is a bounded self-adjoint transformation of £2. It follows 
also from (23) that 


(25) (Af) = M(Me(7@)|1)) = 0 


and thus A is positive definite. 
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Now clearly for any f€<? and gé&, with D(f(S) = D(g(y)) =1 we 
have by (3) and the Schwarz inequality 


M*(7@)g(7,)) = M°(M(F()| 11) 2 ())) = M(MP(F(8) |) = (AF, Pf), 
and thus putting 


(26) 4= sup (Af, f) 
f|\=1 
rele 

we have 

(27) SP rh. 


On the other hand, if f€<¢ and |/f|/ 1, putting g(7;) =M(f(S)|1) we have 
D*(g(7,)) = M(f(]g0,)) S SD(g(,)) which implies D(g(y)) = S; thus it 
follows 

(AS, S) = M(g0,) M(Z(8)|1,)) =M(F®@E(,)) = SD(g()) = S? 


and therefore 


(28) eS”! 

Thus we have from (27) and (28) 

(29) ‘aS ==4== sup (As, f). 
ek; 


It is known from the theory of bounded self-adjoint transformations 

that in case A is completely continuous (see e. g. [9]), then 2= sup (Af, f) 
iWf|l=1 

is the greatest eigenvalue of A and there exists an eigenfunction belonging 
to the eigenvalue 4. 

Thus we have proved the following 

THEOREM 1. /f the transformation A defined by (19) is completely con- 
tinuous, then the maximal correlation of & and 7, is attained for fo(&) and 20(n) 
where fo is an eigenfunction belonging to the greatest eigenvalue S* —S°(E, 1) 


of A and g(2)) — = M(ful®)|2)- 


The condition that A should be completely continuous is not easy to 
verify in concrete cases. Therefore the following theorem is useful: 


THEOREM 2. If the dependence between § and 1; is regular and the mean 
square contingency C(&, 1) is finite, then the transformation A is completely 
continuous and thus the maximal correlation of — and 7 can be attained. 

PROOF OF THEOREM 2. We have by supposition, denoting by. F(x) and 
G(y) the distribution functions of € and 7, resp., 


Q:,(C)= |] AG yd F (@)dG(y) 
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where 
(30) | | &@, »adF@dGy)=14+C6 0) 
is finite. 


Evidently, in proving that A is completely continuous, we can operate 
on another Hilbert space which is isomorphic to ez considered above (i. e. 
choose another realization of the same abstract Hilbert space). Now &¢ is 
clearly isomorphic to the Hilbert space L* of all measurable functions f(x) 
for which 


+0 +o 

| f@)aF(x)=0 and | #@dFA)<+~, 

provided that f(x) corresponds to f(§), and for fi€ Ly, fo€ Ly the inner pro- 
duct (fi, f2) is defined by 


(i f)= | feed Feo. 


In this Hilbert space we have 


Af) = | fu)(| k(u, c)k(x, rd G(v)) dF(u) 


(see [9]). Now it is well known that an integral operator is completely con- 
tinuous if the square of its kernel is integrable. Thus A is completely con- 
tinuous provided that 


+a +@ +a 


(31) 4=| f (| kane, »)dG(v)) dF(u) dF(x) 


exists. 
As by the inequality of Schwarz 


+ © + 


(| kw, ok(x, dG) = J k2(u,)dG(v)- | (x, rd G(r), 


it follows by (30) that 
(32) 42=(1+C6, ny, 
which proves Theorem 2. 

It should be mentioned that the condition that C(é, 7) is finite is not 
necessary. 

A simple example is furnished by the case when 2)=§; in this case, 
of course, S(&7)—1 and the maximal correlation is trivially attained for 
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fo(x) = 20(x) =x, but the dependence between € and 7 is not regular and 
the mean square contingency is not defined. 


| It should be added that Theorem 2 could also be proved by considering 
the bilinear functional B(f, g) defined for f= f(x) € Li and g—g(y)€ Le by 


+0 +0 


(33) B= | | fedgQk@ »)dFaG(y) 

and-proving directly that if C(&, )) is finite, B is completely continuous in the sen- 
se of Hilbert [10], i.e. that if f, € Li, 2n€ Le, ||f.|| S1, ni] =I Lue eee), 
further f, and g, converge weakly to f and g in L} and La, resp., then 
sim. B(f., £n) = B(f, g). The proof is essentially the same as that for the 


case of a bilinear form veg: CjeXjYx Of infinitely many variables. 
si eS I 


(Received 8 September 1959) 
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THE EXISTENCE OF INDECOMPOSABLE ABELIAN GROUPS 
OF ARBITRARY POWER 


By 
L. FUCHS (Budapest) 
(Presented by L. Réve) 


Dedicated to my Father on his 75th birthday 


It is a familiar problem whether or not there exist (directly) indécompos- 
able abelian groups of arbitrary power. This note is devoted to solving this 
problem in the affirmative. 

In the theory of abelian groups’ it is a well-known elementary fact that 
among the torsion groups only the subgroups of quasicyclic groups are inde- 
composable, while there exists no proper mixed group which is indecompos- 
able. Among the torsion free groups the groups of rank 1 are trivially inde- 
composable, and it is not hard to construct indecomposable groups of any 
rank up to the power of the continuum (—W8).° It happened only two years 
ago when the existence of indecomposable groups of power >W has’ been 
established: SasiADA [5] constructed one of power 28 and, almost simul- 
taneously and quite independently, HULANicKI [4] and the author [1] con- 
structed another one again of power 28. Indecomposable groups of greater 
cardinalities have been obtained by DE GRooT (unpublished) and SastaDa [5]; 
the latter established the existence of indecomposable groups of power =Nza 
where « is any fixed countable ordinal. — Our method enables us to prove 
the possible best result, namely, that there exist 2" pairwise non-isomorphic 
indecomposable groups of power m. The fundamental idea is a direct gener- 
alization (and at the same time combination) of methods used formerly to 
construct indecomposable groups of continuous rank. 

We shall prove the following assertion from which we shall derive not 
only the existence of indecomposable groups of any power, but also the 
solution of other two open problems. 


THEOREM. Jo every infinite cardinal m there exists a rigid system con- 
sisting of 2" torsion free groups of power m. : 


1 We shall be concerned with abelian groups exclusively, therefore in what follows 
“group” will mean “abelian group”. — For the needed facts we refer to our book [2]. 
2 E. g. the pure subgroups of the additive group of p-adic integers are indecom- 


posable. 


i 
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Here we mean by a rigid system a set of groups G; (A€.f) with the 
following two properties : 

a) if Zu, then there exists no non-trivial homomorphism of G,_ 
into Gy; 

b) to every endomorphism 7» of G, there exists a rational number fr, 
such that 7 acts as a multiplication by 7,, i.e. a=, for every a€ Gy. 

For instance, torsion free groups of rank 1 and of pairwise incompar- 
able types form a rigid system. Clearly, torsion free groups in any rigid 
system are by property b) indecomposable (they have no decomposition 
endomorphisms). 

Our first step in the proof of the theorem is the construction:-of a rigid” 
system of 2%: groups of power SN, which has some additional properties” 
needed in the general construction. | 

Let A,(x€K) be torsion free groups of rank 1 whose types a, are 
pairwise incomparable and also incomparable with the types a) == (co, 0,0,0,...) 
and a,—(0,~x,0,0,...). We may suppose that the index set K is of 
power &,. 

We can form 2*: subsets Kj (4 ¢€ .1) of K such that’ |A,| Nh, a fixed 
z) belongs to all of K,, and AiG K, implies 4. We select some a, € Ax 
outside 3.4, and for every K; define | 


B= pal Ax, 3° (@x,+ dx’); - - ‘a (x'  %, # € Ki), 


xE Ky 
i. e. B, is generated by the direct sum of the A, and the elements of the 
form 3""(a,,+a,) with z #4 %,x'€K, and n=1,2,.... Thus a,,+a, will 
be of type a, in B,. The groups B, have the following properties with p—N,: 
1° |Bi=p, 
DA Py 8 — a 
3°* |By/B (ao)| == 2, 
4° we can select elements 6, &, € Br, 2B, (for every 4 € 1) independent ” 
mod By(a) such that Bi={B,,2°b,,2°°6,} has the property: if 
7, is a homomorphism of B, into Bi, then either 7,—O or w=A 
and there exists a rational r such that x7;—rx for every x € By. 
In fact, 1°, 2° and 3° are obvious. In order to prove 4°, let b,,5,€ By, 
¢2B,, ¢ A, be arbitrary independent, and assume that 2) is a homomorphism — 
of B, into B.. If Au, then there exists some »,€ A, with x,@K,, and 
since’ B;, contains no element of type 2a,,, we must have A,,7—0O. But 


3 The bars indicate the cardinality of the set. 


4 Remember that G(a) denotes the subgroup of G consisting of all elements of 
type =a. 
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then (d,,+4x,)77=a.,% is of type =a,Ua,,,hence a,,7; =O and similarly 
a, ==0 for every x€ kK. Thus 7 maps a maximal independent system of B, 
upon the O of Bi whence, by torsion freeness, 1 —0. If Au, then for every 
*€K;,, A, can be mapped by 7 only into itself, i.e. a,77—1r,a, for some 
rational r,. NOW (Ax, + x) 1] = Tee, + Fn On = Tre, (Oxy + Ox) + (Tx—Tn) Qe iS Of 
type =a,, hence (r,—r,,)a. is of type =a,Ua, in By, and so fe Tie, 
establishing 4°. 
Our second step is the proof of 


LEMMA. If for some cardinal p =m we have a system of groups B, (4 € A) 
Satisfying 1°—4°, then for any p with m<p=2™ there exists a system 
C, (v€ N) again with properties 1°—4°. 

Let 4, (v€N) be a collection of subsets of ./, each of power yp, such 
that 4,¢€ 4, for a fixed 4, and for every , and /,C 4, implies v=u. 
There exist 2° sets 4, with these properties, hence the index set N may be 
assumed to be of power 2°. For every ./, we put 

Gi Pp Bere ee bey nes (X' = hy, A’ € Ay): 
1° and 2° are obvious for the C,. 3° follows readily if we observe that C, 
is a subgroup of the direct sum ¥ Bj and for Bx 3° holds. 

We have to verify 4°. Choose the elements c,,c,€C, to be equal to 
elements by,, Or, with 24, 4,,4,,4,€ 4, Now let » be a homomorphism of 
= into C,.—{C,,2 ~c,,2 -¢,}. First let»: and o@ an index in A, but not 
in .4,. Then 7 maps B, into C,@ > 8B; whence by property 4° of the system 
B, we get B,n=—0. Consider (6,,+ 0)7—=0;,1, which is clearly of type 
2a). Under 2; the group B,, is mapped into Bj, and this must be a multi- 
plication by a rational number r. But the type of rb, in Ci is =a, only if 
r==0. Hence 7 maps B,, upon 0, and similarly we conclude that all other 
B, (A € A,) are carried by 7 into 0, i.e. 7 =O. If 74, then 7, maps AB, 
into B, and acts as a multiplication by a rational r,. From 6,29)=17,6, and 
(Bp, + Bn) 4 = Ta, On, + 2. On = Tr, (Ba, + Or) + (i. —Tr,) 5, we see that (1, —Trq) Or 
is of type =a, in Ci which implies r,—/7,, i.e. 4 acts indeed as a multi- 
plication by a fixed rational. This finishes the proof of Lemma. 

Now we come to the problem of constructing a system of groups with 
1°—4° for a limit cardinal n. Assume that N,—=1,1m,...,me,... 1s the 
sequence of all cardinals greater than N, and less than n, furthermore, that 
for each ma we have a system of groups B® satisfying 1°—4°. We construct 
a system G, for n such that every G, arises as the union of a sequence 
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Since different sequences may produce isomorphic groups G,, we consider 
only the non-isomorphic ones among them. 

We let correspond to every isolated cardinal m a limit cardinal n such 
that n>m and every limit cardinal occurs in this way. In order to select 

ie __ 78) = __ 718) Spel ; 
Lo, 2o€ Go, we choose go=b),,%.—b., for some ¢=$+1 such that n 
corresponds to ma under the above correspondence and i;,4, are different 
both from £4, and 4, (cf. the proof of the Lemma). 

Let A,,,.. denote the subgroup of G, which is isomorphic to A, and is 
contained in B\? which is contained in B® etc. A similar meaning is attrib- 
uted to Bik etc. Note that the indices z,A,u,... cannot be chosen inde- 
pendently (for x € K, etc.). Let 7; be a homomorphism of some A, into Gy. 
Since only the elements of A,..... (with the same x) have the type a,, we 
conclude that 77 maps A, into some A,,,... and acts as a multiplication by a 
rational number. Next let 2} be a homomorphism of some B}” into Gj. 7 in- 
duces homomorphisms of A, into Gj; which are multiplications by rationals. 
The consideration of elements of type a, shows that 7; maps B® into some 
BS)... and acts as a multiplication by a rational. We can apply an obvious 
transfinite induction to verify 4° for the system Gp. 

This argument also shows that two groups G, are necessarily non-isomor- 
phic if the index sets of all A... in them are not the same. 


By making use of this observation we can show that there exist at least n 
non-isomorphic groups G,. We divide the set of the A, (x) into m, dis- 
joint subsets, each of cardinality m,, and construct only groups BS from Ay 
belonging to the same subset. Then we divide the set of the B}’’ (A /,) into 
m, disjoint subsets of power my, and consider only B® constructed from Bi” lying 
in the same subset. Etc. Thus we can choose the A, from m,, then the By” 
from m,,... disjoint subsets,° consequently, we obtain at least n different 
groups G, as unions of A,c B,C Bi’ c.... We take only n groups G, and 
then apply the procedure of our Lemma to obtain 2" groups of power n 
satisfying the conditions 1°—4°. 

This completes the proof. 


We obtain the following immediate corollaries: 


COROLLARY 1. To every infinite cardinal m there exist 2" indecomposable 
torsion free groups of power m. 


This is the solution of the problem’ mentioned at the beginning. 
5 In order to make this part of our argument more apparent, assume e. g. that every 


A,, occurs in just my groups B, and so on. | 
6 This was stated as Problem 21 in [2]. 
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COROLLARY 2. To every infinite cardinal m there exist 2™ non-isomor- 
hic torsion free groups of power m. 


This answers affirmatively a question of DE Groor [3].’ 


COROLLARY 3. To every infinite cardinal m there exist 2" non-isomor- 


hic groups of power m which have commutative endomorphism ring (and 
lence commutative automorphism group). 


This disproves a conjecture of SzELE and SZENDRE! [6].* — Moreover, 
t is easy to see that to every m there exist groups of power m whose endo- 
norphism ring is isomorphic to the ring of rational integers. 

It remains an open question whether there exist homogeneous inde- 
composable groups of arbitrarily high cardinalities.° 


(Received 17 September 1959) 
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_ COMMUNICATION . 
SUR LE DEUXIEME CONGRES MATHEMATIQUE HONGROIS 


L’Académie des Sciences de Hongrie et |’Association Mathématique Janos Bolyai 
organiseront en commun, le deuxiéme Congrés Mathématique Hongrois qui se tiendra 
a Budapest du 24 au 31 aotit 1960. Pendant le Congrés aura lieu la commémoration 
du 100-iéme anniversaire de la mort de JAnos Botyai, l’un des fondateurs de la géométrie 
non-euclidienne. 

Dans le cadre du Congrés prendront part les sections suivantes: 


Algébre et théorie des nombres 

Géomeétrie et topologie 

Analyse mathématique 

Calcul des probabilités et statistique mathématique 

Logique mathématique et theorie des machines mathématiques 
Application des mathématiques 

Histoire et enseignement des mathématiques. 
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Les personnes intéressées au Congrés sont priées de s'informer aupres du Comité 
d’Organisation du Congres. Adresse: Jnstitut de Mathématique de l Académie des Sciences 
de Hongrie, Budapest, V., Redltanoda u. 13—15. Le Comité d’organisation enverra systé- 
matiquement a l’adresse des intéressés les informations relatives a ce Congrés. 


COOBLUEHHE O BTOPOM BEHTEPCKOM MATEMATUYECKOM CbE3/E 


24—31l-oro aprycta 1960-oro roga B Bygfanemite cocroutca BTopon Beurepcrnit 
MatTematTuyeckuh chez. Cbe3q COBMeCTHO OpraHusyroT Beurepckad Axagemua Hayk u 
Marematuyeckoe O6ujectso umMenu AnoOwa Bosan. Cresq noutu; namatp AnHOma Bosns 
B CBASH CO CTOAeTHeM CO AHA ero CmMepTH. 

Ha chesge OyayT paOoTaTh Crefyrourme CeKUMH : 


anreOpa wv TeOpHaA 4nced, 

reomeTpusi uw TONONOrHA, 

aHaus, 

TeOpuA BepOATHOCTeM M MaTeMaTHYeCKaA CTaTHCTUKA, 
MaTemaTHyeckad JOMMKa MW TeEOPHA MaTeMaTHYeCKHX MAaWMH, 
6. NMpu.AOKeHNA MATEMATUKH, 

7. ucCTOpuaA MaTeMaTHKH MW Tpemofapanne MaTeMaTHKH. 
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Murepecyrommeca MoryT OOpaTnTbcs K OpraHusauMOHHOMy KOmuTeTy CBesqa. Ampec: 
Marematuyeckui Uucrutyt Beurepcxon Axagemuu Hayx, Budapest, V., Redltanoda u. 13—15. 
Opranusaunonnbiii KOMuTeT GyfeT peryaApHO BbICbIIATh MHTepecyiouMMCA MH(POpMaLMto 
OTHOCHTEAbHO Chessa. 


BEKANNTMACHUNG 
UBER DEM II. UNGARISCHEN MATHEMATISCHEN KONGRESS 


Der II. Ungarische Mathematische Kongress wird vom 24. bis 31. August 1960 in 
Budapest stattfinden. Der Kongress wird eine gemeinsame Veranstaltung der Ungarischen 
Akademie der Wissenschaften und der Janos Bolyai Mathematischen Gesellschaft sein. 
Am Kongress wird man JAnos Botyal, einem der Entdecker der nichteuklidischen Geometrie, 
anlaBlich des 100. Jahrestages seines Todes, gedenken. 

Im Rahmen des Kongresses werden die folgenden Sektionen tagen: 


. Algebra und Zahlentheorie 

. Geometrie und Topologie 

. Analysis 

_ Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik 

. Mathematische Logik und Theorie der mathematischen Maschinen 
. Anwendungen der Mathematik 

_ Geschichte und Unterricht der Mathematik. 


Die sich fiir den Kongress interessierenden sollen sich zum Organisationsausschuf 
des Kongresses’ wenden. Adresse: Mathematisches Institut der Ungarischen Akademie der 
Wissenschaften, Budapest, V., Redltanoda u. 13—15. Die OrganisationsausschuB wird den 
Interessierten regelmabig weitere Auskunft tiber dem Kongress erteilen. 
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ANNOUNCEMENT 
OF THE Il. HUNGARIAN MATHEMATICAL CONGRESS 


The II. Hungarian Mathematical Congress will take place from 24°" till 31% of August 
1960, in Budapest, as organised jointly by the Hungarian Academy of Sciences and 
the Janos Bolyai Mathematical Society. The Congress will commemorate of Janos Botyal, 
one of the discoverers of the non-Euclidean geometry, at the occasion of the centenary 
of his death. 

Within the scope of the Congress the following sections will work: 


. Algebra and number theory 

. Geometry and topology 

. Analysis 

. Probability theory and mathematical statistics 

_ Mathematical logic and theory of mathematical machines 
. Applications of mathematics 

. History of mathematics and mathematical education 
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Those who show an interest in the Congress should apply to the Organizing Com- 
mittee. Address: Mathematical Institute of the Hungarian Academy of Sciences, Budapest, 
V., Redltanoda u. 13—15. The Organizing Committee will regularly supply the inquirers 
with further informations concerning the Congress. 


The Acta Mathematica publish papers on mathematics in English, German, French 
and Russian. 

The Acta Mathematica appear in parts of various size, making up volumes. 

Manuscripts should be adressed to: - 


Acta Mathematica, Budapest 502, Postafisk 24. 


Correspondence with the editors and publishers should be sent to the same address 

The rate of subs.cription to the Acta Mathematica is 110 forints a volume. Orders 
may be placed with ,,Kultura’”’ Foreign Trade Company for Books and Newspapers (Buda- 
pest, I., F6 utca 32. Account No. 43-790-057-181) or with representatives abroad. 


Les Acta Mathematica paraissent en frangais, allemand, anglais et russe et pu)lient 
des mémoires du domaine des sciences mathématiques. 

Les Acta Mathematica sont publiés sous forme de fascicules qui seront réunis en volumes 

On est prié d’envoyer.les manuscrits destinés A la rédaction & l’adresse suivante: 


Acta Mathematica, Budapest 502, Postafisk 24. 


Toute correspondance doit .étre envoyée 4 cette méme adresse. 

Le prix de ’abonnement est de 110 forints par volume. 

On peut s’abonner 4 l’Entreprise pour le Commerce Extérieur de Livres et Journaux 
,.Kultura’’ (Budapest, I, F6 utca 32. Compte-courant No. 43-790-057-181) ou a létrange 
chez tous les représentants ou dépositaires. 


,»,Acta Mathematica‘ nyOnukyeT TpakTaTbI M3 OOacTH MaTeMaTHYeCKUX HayK Ha pyCCKOM 


HEMEIIKOM, &HPIHHCKOM M (PpaHy3scKOM ASbIKAX, 
Acta Mathematica“ BEIXOJHT OTACIIbHBIMH BbITyCKAaMM pa3sHoro OObeMa. HecKOIbKO 


BLINYCKOB COCTaBJIMIOT OAH TOM. 
TipeqHasHaueHHble AJA iy OIMKanuM PYKOMUCH CHeLyeT HANpaBIAT M0 ampecy : 
Acta Mathematica, Budapest 502, Postafiék 24. 


IIo 9Tomy Ke affpecy HaNpaBIATb BCAKY!O KOpPpecnoHACHUMIO AIA pewakuM Mu ayMHn- 


HUCTpaluH. 
Tlonnucuaa wena ,,Acta Mathematica’ — 110 d@opuuToB 3a TOM. Saka3bI UpHHuMaeT 


1peypuaTHe m0 BHemHel TOproBme KHUr uM raseT ,,Kullura“ (Budapest, I., Fé ulca 32, Te- 
<ymmii cuer Ne 43-790-057-181) umM ero 3arpaHMuHble MpeAcrapuTesbcTBa UM yM0JIHOMO= 


JeHHBIC. 
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